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Czesé pierwsza - part 1

Wstep

Metoda widma osobliwego (Singular Spectrum Analysis - SSA) - to jedna z metod zalecanych i stosowanych do analizy
klimatycznych serii czasowych ( np. Ghil i in., 2002 % Broomhead i King, 1986"; Vautard i Ghil (1989)¢; Rozynski, 20037 ;
Pruszak i in., 2004¢; Kaczmarek i in., 20057 ).

Metoda umozliwia identyfikacje sktadowych proceséw formujgcych zmiennosé wybranej wielkosci z analizy spektralnej zaszu-
mionej serii pomiarowej: wydzielenie trendu (4 b. wolnozmienne sktadowe), sktadowych oscylacyjnych, sktadowych losowych
oraz sktadowych pozbawionych okreslonej struktury czyli szumow.

Rézynski (2003) pokazal zalety metody widma osobliwego do identyfikacji wymuszonych i chaotycznych elementéow ewolucji linii
brzegowej w rejonie Lubiatowa.

Pruszak i in. (2004) wykorzystali, z powodzeniem, metode analizy widma osobliwego (SSA) do analizy wynikéw pomiarow
terenowych fal pograwitacyjnych co umozliwito identyfikacje progresywnych fal krancowych i odpowiadajacych im liczb modal-
nych, jakie moga wystepowaé¢ w warunkach wielorewowej strefy poludniowego Battyku.

Kaczmarek i in. (2005) pokazali przydatnos¢ metod SSA w badaniach procesow hydrodynamicznych w strefie przybrzeznej.
Technika zastosowana do serii pomiaréwch pradéw falowych wzdluzbrzegowych potwierdzita wysoka precyzje metody w
wyodrebnianiu (wydzieleniu) sktadowych oscylacyjnych dla okreslonych, zawezonych, przedzialow czestotliwosci.

Cel pracy

- zastosowanie metody do analizy zmiennosci poziomu morza z pomiaré6w na wybranych stacjach mereograficznych

%Ghil M., R. M. Allen, M. D. Dettinger, K. Ide, D. Kondrashov, et al. (2002),Advanced spectral methods for climatic time series, Rev. Geophys.
40(1), 3.1-3.41, doi: 10.1029/2000RG000092

bBroomhead, D. S. and King, G. P. (1986). Extracting qualitative dynamics from experimental data.Physica D 20, 217-236

“Vautard, R., Ghil, M., 1989, Singular spectrum analysis in nonlinear dynamics, with applications to paleoclimatic time series, Physica D, 35,
395-424.

dR(’)Zyﬁski G., (2003), Coastal nearshore morphology in terms of large data sets, IBW PAN, Gdarisk, 1-170

“Pruszak Z. Rézynski G. Szmytkiewicz M., 2004, Fale pograwitacyjne w warunkach potudniowego Battyku, Inzynieria Morska i Geotechnika, nr 1,
s. 8-15

’Kaczmarek J., Rozynski G., Pruszak Z., 2005, Long period oscillations in the longshore current on a sandy, barred coast investigated with Singular
Spectrum Analysis, Oceanologia 2005, no 47(1), pp. 5-25



Metoda (Zarys metody)
Szersze i bardziej szczegblowe omowienie metodologii - mozna znalezc w pracach (Vautard i Ghil, 1989; Hassani, 2007%;
Golyandina i in., 2001%; Golyandina i Zhigljavsky, 2013¢; Elsner i Tsonis, 1996¢ ).

W praktycznych aplikacjach, metoda SSA, stanowi nieparametryczng metode estymacji spektralnej wyjéciowej serii czasowej,
ktorej stosowanie mozna przedstawi¢ w nastepujacych etapach (krokach).

etap 1 - dekompozycja -roztozenie wyjsciowej serii czasowej:

y(t);t=1,..,N

{y(t),t=1,..N} — {ylt—j)t=1,..,N; =1L — {yk) ,k=1,..,N—-L+1}

na elementy L -wymiarowej przestrzeni wektorowej L (1 < L < N)
poprzez konstrukcje specyficznej macierzy o wymiarze L x K, gdzie K = N — L + 1, zwanej macierza trajektorii:

y(1)  w(2) y3) ... y(K)

s @)y .. yE+1)
X=1vyB) yH4) y(5) ..o y(K+2) |,

| y@) v yT42) .. w(N)

%Hassani H., 2007, Singular Spectrum Analysis: Methodology and Comparison, Journal of Data Science 5. (2007): 239-257.

bGolyandina, N., Nekrutkin, V., Zhigljavsky, A., (2001), Analysis of Time Series Structure: SSA and Related Techniques, Chapman & Hall/CRC
Monographs on Statistics & Applied Probability (Book 90), pp. 320
“Golyandina N., Zhigljavsky A., 2013, Singular Spectrum Analysis for Time Series, SpringerBriefs in Statistics, Springer, pp. 120

“Elsner J.B., Tsonis A.A., (1996),Singular Spectrum Analysis. A New Tool in Time Series Analysis, Plenum Press, New York



etap 2 - wyznaczenie L X L macierzy kowariancji:

1
Cyx = NXXT
gdzie Symbol T' - oznacza operacje transpozycji macierzy lub wektora.
etap 3 - diagoanlizacja macierzy kowariacji:
- wyznaczenie wartosci wlasnych i odpowiadajach im wektorow wtasnych macierzy
E'CxE=A — E'XXTE=AN
gdzie:

A - macierz diagonalna (L x L), zawierajaca wartosci whasne {\y; 1 < k < L}
E - macierz (L x L), ktorej kolumny zawieraja wektory wlasne Ep; 1 < k < L}

Wartoéci wlasne A\p, & = 1,..., L wyrazaja wariancje analizowanej serii czasowej w kierunku wskazanym przez odpowiednie
wektory wlasne E;, k=1, ..., L.

Pierwiastki kwadratowe z wartosci wlasnych to - tzw. wartosci osobliwe (singularne), a ciag wartosci {v/ Ay :,1 < k& < L} -
tzw. widmo osobliwe (singularne).

etap 4 - wyznaczenie skltadowych gtownych ( Principal components)

Projekcja wyjsciowej serii czasowej y(t) na poszczegolne wektory wlasne Ej, o skltadowych {E} ;; j=1,.., L}
daje oszacowanie odpowiadajacych im czasowych sktadowych gtownych (Principal Components - PCs) - Ax(t); k=1, ..., L:

L
)= ylt+j— VB t=1,...N-L+1 k=1L
1=1



etap b - wydzielanie struktur - analiza widma wartosci wtasnych Az, k=1,..., L

Wartosci wlasne A\g, & = 1,..., L wyrazaja wariancje analizowane] serii czasowe] w kierunku wskazanym przez odpowiednie
wektory wlasne Eg, k=1,..., L.

Wartoéci wlasne \p; k£ = 1,..., L macierzy trajektorii wyrazaja warto$¢, oszacowanie wariancji czastkowej dla k—tego wektora
wlasnego, a ich suma wyraza wariancje catkowita analizowanej wyjsciowej serii czasowej:

WC:Z)\i:ZWi; <~ Wi:)\i; iZl,...,L

=
=
(]
T

Jesli uwzglednimy wszystkie sktadowe to otrzymamy:

L L L
m
3w mz mZ:Wm: 1.:1

Zatem, serie wyjsciowa, rozlozono na sume sktadowych (modow, struktur), wsrod ktorych mozna wydzieli¢ te, ktore reprezentuje
trend, oscylacje czy szum.

Mozna dokonaé¢ tego analizujac graficzng posta¢ widma wartosci wlasnych A dla kolejnych wartosci indeksu k - tzw. scree
diagram.

Punkt przetamania na wykresie daje zgrubne oszacowanie pozytecznego sygnatu, ktorego wkitad w pelng variancje sygnalu
(objasniana) jest maksymalny dla zadanego poziomu doktadnosci wkladu wariancji czastkowych w objasniana - catkowita serii
wyjSciowe;j.




etap 6 - rekonstrukcja - powr6t serii wyjsciowe;j

Sumujac, bez wydzielania grup, mamy (pojedyricze strukury, mody):

L
1
Rk(t):fZAk(t—j)Ek,j; 1 <t <L Li=min(t, N—t+1); 1 < j <t
tj:Lt
L
1 , .
Rk(t):L—ZAk(t—])EkJ; L<t<K, Li=L t<j<t—-N+L-1
t T
1 L
Rk(t):L—tZA (t—)Erj; K+1 <t < N; Li=min(t, N—t+1); t—N+L < j < L
J=L:



Serie syntetyczne - modelowe
Seria czasowa y(t); t = 1,..., N skladajaca sie z sygnalu harmonicznego (cykl roczny - 6 sktadowych harmonicznych o okresach: T=12mies., 6
mies, 4, 3, 2.4 i 2 mies) oraz dodatkowego czlonu (szum bialy):

X(t) = Z C; <Aicos(2;it) + Bisin(?it)) +<(t); t=1,.,N
i=1

gdzie: ((t) - szum; T, = 12mies.- okres rocznej harmoniki, N- liczba elementow szeregu czasowego; @ = 1,2, ...,6 - numer kolejnej harmoniki; ¢-
czas (w mies.), C; - wspolezynniki korygujace warto$é amplitudy sktadowe]j cyklu rocznego, ((t) - czton opisujacy szum bialy:

C(t) =coef x€(t); t=1,..,N;

gdzie: €(t) - szum - seria czasowa o parametrach (warto$ci §redniej i wariancji): € = 0 - warto$¢ Srednia; € “ = 1 - warto$¢ wariancji; wyznaczony
z generatora o znormalizowanym rozkladzie normalnym (szum gaussowski).

Wartosci amplitud A;; B; oraz wspotczynnikow je korygujacych C; prezentuje ponizsza tabela.
Model 1 - har+wn - sygnal harmoniczny (suma sktadowych cyklu rocznego) + szum bialty - wspoétczynnik - coef = 0.1

Model 2 - har+wn1 - sygnal harmoniczny (suma sktadowych cyklu rocznego) + szum bialy - wspoltczynnik - coef = 1.0

—

NO.(. Okres Al Bi Ci
12.0 1.0 1.0 1.00
6.0 1.0 1.0 0.50

)
1
2
3 40 10 1.0 020
4
5
6

3.0 1.0 1.0 0.10
24 10 10 0.05
20 1.0 10 o0.01




eigen_value [-]
=)
&

-20

-25

-30

b input series
= —— har+wn
—w

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 24 48 72 96 120 144 168 192 216 240 264 288 312
time index [months]

eigen_value [-]

60
55
50
45
4.0
35
3.0
25
20
15
10
05
0.0

-05
-1.0
-15
-20
-25
-30
-35
-40

input series
har+wn1
wn1

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 24 48 72 96 120 144 168 192 216 240 264 288 312
time index [months]

Rys. sl Serie czasowe wejsciowe: model 1 - har+wn (rysunek lewy ); model 2 - har+wn1 (rysunek prawy)
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Rys. s2 Widmo wartosci wlasnych (rysunek lewy ); wariancja objasniona (rysunek prawy), dla serii czasowych modelu 1 - har+wn i modelu 2 - har+wnl.
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series: sig_har+wn m=24 series: sig_har+wn1 m=24
principal component related principal component related
to eigen value 1 i 2

to eigen value 1 i 2 1
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Rys. s3 Skladowe glowne (principal components) dla wartosci wlasnej 1 i 2 serii czasowych, odpowiednio, modelu 1 - har+wn (rysunek lewy ) oraz modelu 2 -
har+wnl (rysunek prawy).

series: sig_har+wn m=24 series: sig_har+wn1 m=24
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Rys. s4 Skladowe glowne (principal components) dla wartosci wlasnej 3 i 4 serii czasowych, odpowiednio, modelu 1 - har+wn (rysunek lewy ) oraz modelu 2 -
har+wnl (rysunek prawy).



series: sig_har+wn1/+wn m=24
principal component related

series: sig_har+wn1/+wn m=24
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Rys. sb Skladowe gltéwne (principal components), odpowiednio dla wartosci wlasnej 1 (rysunek lewy ) oraz 2 (rysunek prawy), dla serii czasowych modelu 1 -

har-+wn i modelu 2 - har4+wn1.
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Rys. s6 Skladowe glowne (principal components), odpowiednio dla wartosci wlasnej 3 (rysunek lewy ) oraz 4 (rysunek prawy), dla serii czasowych modelu 1 -
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series: sig_har+wn m=24
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Rys. s7 Wektory wlasne dla warto$ci wlasnej 11 2 serii czasowych, odpowiednio, modelu 1 - har+wn (rysunek lewy ) oraz modelu 2 - har+wn1l (rysunek
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prawy).
series: sig_har+wn m=24
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Rys. s8 Wektory wlasne dla warto$ci wlasnej 3 i 4 serii czasowych, odpowiednio, modelu 1 - har+wn (rysunek lewy ) oraz modelu 2 - har+wn1l (rysunek

prawy).



series: sig_har+wn m=24 series: sig_har+wn1 m=24
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Rys. s9 Wektor wlasny dla wartoéci wlasnej 2 vs. wektor wlasny dla wlasnej 1 serii czasowych, odpowiednio, modelu 1 - har+wn (rysunek lewy ) oraz modelu
2 - har+wn1 (rysunek prawy).
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Rys. s10 Wektor wlasny dla wartosci wlasnej 4 vs. wektor wlasny dla wlasnej 3 serii czasowych, odpowiednio, modelu 1 - har+wn (rysunek lewy ) oraz modelu
2 - har+wnl (rysunek prawy).l
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