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Cze±¢ pierwsza - part 1

Wst¦p

Metoda widma osobliwego (Singular Spectrum Analysis - SSA) - to jedna z metod zalecanych i stosowanych do analizy
klimatycznych serii czasowych ( np. Ghil i in., 2002 a; Broomhead i King, 1986b; Vautard i Ghil (1989)c; Ró»y«ski, 2003d ;
Pruszak i in., 2004e; Kaczmarek i in., 2005f ).

Metoda umo»liwia identy�kacj¦ skªadowych procesów formuj¡cych zmienno±¢ wybranej wielko±ci z analizy spektralnej zaszu-
mionej serii pomiarowej: wydzielenie trendu (+ b. wolnozmienne skªadowe), skªadowych oscylacyjnych, skªadowych losowych
oraz skªadowych pozbawionych okre±lonej struktury czyli szumów.
Ró»y«ski (2003) pokazaª zalety metody widma osobliwego do identy�kacji wymuszonych i chaotycznych elementów ewolucji linii
brzegowej w rejonie Lubiatowa.
Pruszak i in. (2004) wykorzystali, z powodzeniem, metod¦ analizy widma osobliwego (SSA) do analizy wyników pomiarów
terenowych fal pograwitacyjnych co umo»liwiªo identy�kacj¦ progresywnych fal kra«cowych i odpowiadaj¡cych im liczb modal-
nych, jakie mog¡ wyst¦powa¢ w warunkach wielorewowej strefy poªudniowego Baªtyku.
Kaczmarek i in. (2005) pokazali przydatno±¢ metod SSA w badaniach procesów hydrodynamicznych w stre�e przybrze»nej.
Technika zastosowana do serii pomiarówch pr¡dów falowych wzdªu»brzegowych potwierdziªa wysok¡ precyzj¦ metody w
wyodr¦bnianiu (wydzieleniu) skªadowych oscylacyjnych dla okre±lonych, zaw¦»onych, przedziaªów cz¦stotliwo±ci.

Cel pracy

- zastosowanie metody do analizy zmienno±ci poziomu morza z pomiarów na wybranych stacjach mereogra�cznych
aGhil M., R. M. Allen, M. D. Dettinger, K. Ide, D. Kondrashov, et al. (2002),Advanced spectral methods for climatic time series, Rev. Geophys.

40(1), 3.1-3.41, doi: 10.1029/2000RG000092
bBroomhead, D. S. and King, G. P. (1986). Extracting qualitative dynamics from experimental data.Physica D 20, 217-236
cVautard, R., Ghil, M., 1989, Singular spectrum analysis in nonlinear dynamics, with applications to paleoclimatic time series, Physica D, 35,

395-424.
dRó»y«ski G., (2003), Coastal nearshore morphology in terms of large data sets, IBW PAN, Gda«sk, 1-170
ePruszak Z. Ró»y«ski G. Szmytkiewicz M., 2004, Fale pograwitacyjne w warunkach poªudniowego Baªtyku, In»ynieria Morska i Geotechnika, nr 1,

s. 8 - 15
fKaczmarek J., Ró»y«ski G., Pruszak Z., 2005, Long period oscillations in the longshore current on a sandy, barred coast investigated with Singular

Spectrum Analysis, Oceanologia 2005, no 47(1), pp. 5-25



Metoda (Zarys metody)
Szersze i bardziej szczegóªowe omówienie metodologii - mo»na znale¹c w pracach (Vautard i Ghil, 1989; Hassani, 2007a;
Golyandina i in., 2001b; Golyandina i Zhigljavsky, 2013c; Elsner i Tsonis, 1996d ).

W praktycznych aplikacjach, metoda SSA, stanowi nieparametryczn¡ metod¦ estymacji spektralnej wyj±ciowej serii czasowej,
której stosowanie mo»na przedstawi¢ w nast¦puj¡cych etapach (krokach).

etap 1 - dekompozycja -rozªo»enie wyj±ciowej serii czasowej:

y(t); t = 1, ..., N

{y(t) :, t = 1, ..., N} −→ {y(t− j) :, t = 1, ..., N ; j = 1, L} −→ {y(k) :, k = 1, ..., N − L+ 1}

na elementy L -wymiarowej przestrzeni wektorowej L (1 < L < N)
poprzez konstrukcj¦ specy�cznej macierzy o wymiarze L×K, gdzie K = N − L+ 1, zwanej macierz¡ trajektorii:

X =


y(1) y(2) y(3) . . . y(K)
y(2) y(3) y(4) . . . y(K + 1)
y(3) y(4) y(5) . . . y(K + 2)
...

...
...

. . .
...

y(L) y(L+ 1) y(L+ 2) . . . y(N)

 ;

aHassani H., 2007, Singular Spectrum Analysis: Methodology and Comparison, Journal of Data Science 5. (2007): 239-257.
bGolyandina, N., Nekrutkin, V., Zhigljavsky, A., (2001), Analysis of Time Series Structure: SSA and Related Techniques, Chapman & Hall/CRC

Monographs on Statistics & Applied Probability (Book 90), pp. 320
cGolyandina N., Zhigljavsky A., 2013, Singular Spectrum Analysis for Time Series, SpringerBriefs in Statistics, Springer, pp. 120
dElsner J.B., Tsonis A.A., (1996),Singular Spectrum Analysis. A New Tool in Time Series Analysis, Plenum Press, New York



etap 2 - wyznaczenie L× L macierzy kowariancji:

CX =
1

N
XXT

gdzie Symbol T - oznacza operacj¦ transpozycji macierzy lub wektora.

etap 3 - diagoanlizacja macierzy kowariacji:

- wyznaczenie warto±ci wªasnych i odpowiadaj¡ch im wektorów wªasnych macierzy

ETCXE = Λ −→ ETXXTE = ΛN

gdzie:

Λ - macierz diagonalna (L × L), zawieraj¡ca warto±ci wªasne {λk; 1 ≤ k ≤ L}
E - macierz (L × L), której kolumny zawieraj¡ wektory wªasne Ek; 1 ≤ k ≤ L}

Warto±ci wªasne λk, k = 1, ..., L wyra»aj¡ wariancj¦ analizowanej serii czasowej w kierunku wskazanym przez odpowiednie
wektory wªasne Ek, k = 1, ..., L.

Pierwiastki kwadratowe z warto±ci wªasnych to - tzw. warto±ci osobliwe (singularne), a ci¡g warto±ci {
√
λk :, 1 ≤ k ≤ L} -

tzw. widmo osobliwe (singularne).

etap 4 - wyznaczenie skªadowych gªównych ( Principal components)

Projekcja wyj±ciowej serii czasowej y(t) na poszczególne wektory wªasne Ek o skªadowych {Ek,j ; j = 1, .., L}
daje oszacowanie odpowiadaj¡cych im czasowych skªadowych gªównych (Principal Components - PCs) - Ak(t); k = 1, ..., L:

Ak(t) =

L∑
j=1

y(t+ j − 1)Ek,j ; t = 1, ..., N − L+ 1; k = 1, ..., L



etap 5 - wydzielanie struktur - analiza widma warto±ci wªasnych λk, k = 1, ..., L

Warto±ci wªasne λk, k = 1, ..., L wyra»aj¡ wariancj¦ analizowanej serii czasowej w kierunku wskazanym przez odpowiednie
wektory wªasne Ek, k = 1, ..., L.

Warto±ci wªasne λk; k = 1, ..., L macierzy trajektorii wyra»aj¡ warto±¢, oszacowanie wariancji cz¡stkowej dla k−tego wektora
wªasnego, a ich suma wyra»a wariancj¦ caªkowit¡ analizowanej wyj±ciowej serii czasowej:

Wc =

L∑
i=1

λi =

L∑
i=1

Wi; ⇔ Wi = λi; i = 1, ..., L

Zatem tzw. wariancj¦ wyja±nion¡ dla danego elementu (skªadnika) szeregu czasowego (serii) mo»emy zapisa¢ jako:

W exp
m =

Wm

Wc
=
λm
Wc

=
λm∑K
i=1 λi

; m = 1, ..., L

Je±li uwzgl¦dnimy wszystkie skªadowe to otrzymamy:

L∑
m=1

W exp
m =

L∑
m=1

Wm

Wc
=

L∑
m=1

λm
Wc

=

∑L
m=1 λm∑L
i=1 λi

= 1

Zatem, seri¦ wyj±ciow¡, rozlo»ono na sum¦ skªadowych (modów, struktur), w±ród których mo»na wydzieli¢ te, które reprezentuj¦
trend, oscylacje czy szum.
Mo»na dokona¢ tego analizuj¡c gra�czn¡ posta¢ widma warto±ci wªasnych λk dla kolejnych warto±ci indeksu k - tzw. scree
diagram.
Punkt przeªamania na wykresie daje zgrubne oszacowanie po»ytecznego sygnaªu, którego wkªad w peªn¡ variancj¦ sygnaªu
(obja±nian¡) jest maksymalny dla zadanego poziomu dokªadno±ci wkªadu wariancji cz¡stkowych w obja±nian¡ - caªkowit¡ serii
wyj±ciowej.



etap 6 - rekonstrukcja - powrót serii wyj±ciowej

Sumuj¡c, bez wydzielania grup, mamy (pojedy«cze strukury, mody):

Rk(t) =
1

Lt

L∑
j=Lt

Ak(t− j)Ek,j ; 1 ≤ t < L; Lt = min(t, N − t+ 1); 1 ≤ j ≤ t

Rk(t) =
1

Lt

L∑
j=Lt

Ak(t− j)Ek,j ; L ≤ t ≤ K; Lt = L; t ≤ j ≤ t−N + L− 1

Rk(t) =
1

Lt

L∑
j=Lt

Ak(t− j)Ek,j ; K + 1 ≤ t ≤ N ; Lt = min(t, N − t+ 1); t−N + L ≤ j ≤ L

Sumuj¡c, otrzymamy, zrekonstruowan¡ seri¦ wyj±ciow¡:

ỹ(t) =

L∑
k=1

Rk(t); t = 1, ..., N



Serie syntetyczne - modelowe

Seria czasowa y(t); t = 1, ..., N skªadaj¡ca si¦ z sygnaªu harmonicznego (cykl roczny - 6 skªadowych harmonicznych o okresach: T=12mies., 6
mies, 4, 3, 2.4 i 2 mies) oraz dodatkowego czªonu (szum biaªy):

X(t) =

6∑
i=1

Ci

(
Aicos(

2π

T
it) +Bisin(

2π

T
it)

)
+ ζ(t); t = 1, ..., N

gdzie: ζ(t) - szum; To = 12mies.- okres rocznej harmoniki, N - liczba elementów szeregu czasowego; i = 1, 2, ..., 6 - numer kolejnej harmoniki; t-
czas (w mies.), Ci - wspóªczynniki koryguj¡ce warto±¢ amplitudy skªadowej cyklu rocznego, ζ(t) - czªon opisuj¡cy szum biaªy:

ζ(t) = coef × ε(t); t = 1, ..., N ;

gdzie: ε(t) - szum - seria czasowa o parametrach (warto±ci ±redniej i wariancji): ε = 0 - warto±¢ ±rednia; ε′
2
= 1 - warto±¢ wariancji; wyznaczony

z generatora o znormalizowanym rozkªadzie normalnym (szum gaussowski).

Warto±ci amplitud Ai;Bi oraz wspóªczynników je koryguj¡cych Ci prezentuje poni»sza tabela.

Model 1 - har+wn - sygnaª harmoniczny (suma skªadowych cyklu rocznego) + szum biaªy - wspóªczynnik - coef = 0.1

Model 2 - har+wn1 - sygnaª harmoniczny (suma skªadowych cyklu rocznego) + szum biaªy - wspóªczynnik - coef = 1.0

No.(i) Okres Ai Bi Ci

1 12.0 1.0 1.0 1.00
2 6.0 1.0 1.0 0.50
3 4.0 1.0 1.0 0.20
4 3.0 1.0 1.0 0.10
5 2.4 1.0 1.0 0.05
6 2.0 1.0 1.0 0.01



Rys. s1 Serie czasowe wej±ciowe: model 1 - har+wn (rysunek lewy ); model 2 - har+wn1 (rysunek prawy)

Rys. s2 Widmo warto±ci wªasnych (rysunek lewy ); wariancja obja±niona (rysunek prawy), dla serii czasowych modelu 1 - har+wn i modelu 2 - har+wn1.



Rys. s3 Skªadowe gªówne (principal components) dla warto±ci wªasnej 1 i 2 serii czasowych, odpowiednio, modelu 1 - har+wn (rysunek lewy ) oraz modelu 2 -

har+wn1 (rysunek prawy).

Rys. s4 Skªadowe gªówne (principal components) dla warto±ci wªasnej 3 i 4 serii czasowych, odpowiednio, modelu 1 - har+wn (rysunek lewy ) oraz modelu 2 -

har+wn1 (rysunek prawy).



Rys. s5 Skªadowe gªówne (principal components), odpowiednio dla warto±ci wªasnej 1 (rysunek lewy ) oraz 2 (rysunek prawy), dla serii czasowych modelu 1 -

har+wn i modelu 2 - har+wn1.

Rys. s6 Skªadowe gªówne (principal components), odpowiednio dla warto±ci wªasnej 3 (rysunek lewy ) oraz 4 (rysunek prawy), dla serii czasowych modelu 1 -

har+wn i modelu 2 - har+wn1.



Rys. s7 Wektory wªasne dla warto±ci wªasnej 1 i 2 serii czasowych, odpowiednio, modelu 1 - har+wn (rysunek lewy ) oraz modelu 2 - har+wn1 (rysunek

prawy).

Rys. s8 Wektory wªasne dla warto±ci wªasnej 3 i 4 serii czasowych, odpowiednio, modelu 1 - har+wn (rysunek lewy ) oraz modelu 2 - har+wn1 (rysunek

prawy).



Rys. s9 Wektor wªasny dla warto±ci wªasnej 2 vs. wektor wªasny dla wªasnej 1 serii czasowych, odpowiednio, modelu 1 - har+wn (rysunek lewy ) oraz modelu

2 - har+wn1 (rysunek prawy).

Rys. s10 Wektor wªasny dla warto±ci wªasnej 4 vs. wektor wªasny dla wªasnej 3 serii czasowych, odpowiednio, modelu 1 - har+wn (rysunek lewy ) oraz modelu

2 - har+wn1 (rysunek prawy).1
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