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Wstęp

Zasadniczym  celem  niniejszej publikacji jest przedstaw ienie m etod 
predykcji przebiegu zjaw iska prądów  pochodzenia w iatrow ego oraz we



zbrań  sztorm ow ych. Prezentow ane w yniki uzyskane zostały głównie 
przez au to ra  niniejszego opracowania.

W zajem ne oddziaływ anie m orza i atm osfery  prow adzi do zjaw isk dyna
m icznych w yw ierających w pływ  na  środowisko człowieka, na budow le 
posadowione w  strefie  brzegow ej, n a  w arunki żeglugi oraz na  procesy 
przenoszenia m as w odnych —  w ażne dla rybołów stw a — samooczyszcza
nie zbiorników  wodnych itp.

Trzy rodzaje zjaw isk, k tó re  zachodzą na pow ierzchni oraz pod pow ie
rzchnią m orza są szczególnie ważne, a m ianowicie: krótkookresow e falo
wanie w iatrow e, w ezbrania sztorm ow e i tow arzyszące im  okresowe w a
hania wód oraz p rądy  pochodzenia w iatrow ego przem ieszczające m asy 
wodne w raz z zawieszonym i w  toni wodnej substancjam i.

Przyczyny pow staw ania tych zjaw isk są powszechnie znane i w ynikają 
ze zm ian ciśnienia atm osferycznego oraz w ia tru  w yw ołującego pow sta
wanie sił stycznych do pow ierzchni m orza. Jednak  p redykcja  tych  zjaw isk 
z dokładnością w ym aganą dla p ro jek tow ań inżyn iery jnych  jest bardzo 
trudna. W obecnej publikacji głów ny nacisk położono n a  m etody w yni
kające z rów nań ruchu  cieczy, nie zaniedbano jednak  pew nych m etod 
statystycznych, k tó re  są szczególnie przydatne, jeżeli posiadam y już zbiór 
in form acji o badanych zjaw iskach.

Podstaw ą w szystkich m etod predykcji dynam iki m orza są praw a za
chowania pędu w yrażone za pomocą rów nań ruchu  oraz praw a zacho
w ania m asy w yrażone rów naniem  ciągłości. Z jaw iska zachodzące w  m o
rzu są jednak  dodatkow o skom plikow ane tym , że dom inują tu ta j przepły
w y burzliw e.

Rozwiązanie rów nań  u jm ujących  konkretne zjaw isko w akw enach rze
czyw istych odbywać się może ty lko na podstaw ie m etod num erycznych, 
a zatem  niezbędne jest w prow adzanie m aszyn cyfrow ych. Toteż oprócz 
zjaw isk hydrodynam icznych w publikacji zostały omówione zasady b u 
dowy algorytm ów  dla rozw iązania cząstkow ych rów nań różniczkowych 
charakteryzujących  w ezbrania sztorm ow e i przepływ y w m orzu. M etody 
budow y prostych i un iw ersalnych  algorytm ów  podlegają obecnie in ten 
syw nem u rozw ojow i i w  przyszłości w spółpraca m iędzy hydrodynam iką, 
m atem atyką i cybernetyką doprowadzi do autom atycznego program ow a
nia i w yboru odpowiednich algorytm ów .

Przyk łady  i w yniki obliczeń przedstaw ionych w obecnej publikacji od
noszą się głównie do Morza Bałtyckiego i z powodzeniem  mogą być zasto
sowane p rzy  planow aniu praktycznych przedsięwzięć gospodarki m orskiej 
na tym  akwenie.



I. P O D S T A W O W E  R Ó W N A N IA  P R E D Y K C J I P R Ą D Ó W  
O R A Z  W E Z B R A Ń  S Z T O R M O W Y C H

1. HYDRODYNAMICZNE UJĘCIA  METOD PRED Y K CJI

W tej części pracy  p rzyjęto  zasadę, że wszelkie zm iany zachodzące w 
m orzu pod w pływ em  czynników zew nętrznych mogą być w yjaśnione 
za pomocą rów nań hydrodynam iki, dlatego też rozwój zjaw iska prądów  
oraz w ezbrań sztorm ow ych w  czasie i p rzestrzeni opisano za pomocą 
rów nań hydrodynam iki przepływ ów  burzliw ych na w irującej ziemi:

Su „ _ 18p . 82u . 82u . 82u
5t q 5x  8z2 Sx2 Sy2 ’ (11)

8 v  I f  _  l6 P I 1 8 2 y  I A I A & 2 y  I-i

. 8t  1 e8y +  k '5z2 + A  8x2 8y2 ’  ̂ ^

5w l&p . . 82w , . 52w . 82w
8t  q8z 8z2 ^ 8y2 8x2 ( )

W powyższych rów naniach przyjęto  prostokątny  układ w spółrzędnych 
x, y, z, p rzy  czym osie te  skierow ano odpowiednio na wschód, północ 
i ku środkow i Ziemi, początek układu  zaś zw iązany jest z pow ierzchnią 
rozdziału m iędzy m orzem  i atm osferą. Składowe prędkości wzdłuż osi 
uk ładu  w spółrzędnych oznaozono: u, v, w.

Z pozostałych oznaczeń w  rów naniach ruchu  w ystępują: 
t  — czas, f —  p aram etr Coriolisa rów ny 2 co sin cp, co — prędkość kątow a 
obrotu Ziem i dookoła w łasnej osi rów na 7,29.10-5 sek—x, cp — szerokość 
geograficzna, q —  gęstość wody m orskiej, p  —  ciśnienie, k  —  w spół
czynnik lepkości burzliw ej charak teryzu jący  w ym ianę pędu w k ierunku  
pionowym, A —  współczynnik lepkości burzliw ej, charak teryzu jący  w y
m ianę pędu w k ierunku  poziomym, g — przyśpieszenie siły  ciężkości.

Do rów nań ruchu dodam y rów nanie ciągłości d la cieczy nieściśliw ej:

Jako  niew iadom e w rów naniach ruchu  i ciągłości w ystępują trzy  skła
dowe prędkości (u, v, w) oraz ciśnienie (p). Gęstość (0) uw ażam y za zna
ną. G dyby jednak  w ystąpiły  procesy term odynam iczne zm ieniające 
rozkład gęstości, to  w tedy  należy w prowadzić dodatkow e rów nanie u jm u 
jące te  zmiany. Sposób w yprow adzenia rów nań ruchu oraz ciągłości 
i poczynione przy  tym  uproszczenia przedstaw ione zostały przez D rueta 
i Kow alika (1971).



Przejdziemy teraz do ściślejszego sprecyzowania interesujących nas 
zjawisk, a tym  samym do wydzielenia uproszczonego układu równań 
z układu ogólnego przedstawionego powyżej. Równania opisujące prądy 
oraz zmiany swobodnej powierzchni morza różnią się między sobą, co 
wynika przede wszystkim  z różnego przebiegu tych zjawisk. W celu 
określenia wielkości i kierunku prądu na dowolnej głębokości wym aga
na jest znajomość procesów wym iany pędu w pionie, które charaktery
zowane są współczynnikiem lepkości burzliwej (k).. Znajomość procesów  
wymiany pędu w pionie nie jest potrzebna w celu znalezienia geome
trycznego kształtu swobodnej powierzchni morza; wystarcza posiadanie 
informacji odnośnie do wielkości naprężeń stycznych przy powierzchni 
i dnie rozpatrywanego zbiornika wodnego, co znacznie upraszcza poszu
kiwanie kształtu swobodnej powierzchni.

Po tych wstępnych rozważaniach przystąpimy do szczegółowej ana
lizy równań ruchu, najpierw w  celu wydzielenia równań opisujących 
prądy wiatrowe w morzach płytkich, zbliżonych wymiarami do Bałtyku. 
Jak zawsze w rozważaniach hydrodynamicznych, w  celu wyprowadzenia 
z równań ogólnych równania szczegółowego, zastosujemy analizę wym ia
rową (Birkhoff, 1950). Wprowadzimy najpierw pewne charakterystyczne 
wartości zmiennych występujących w  badanym zagadnieniu: charakte
rystyczna prędkość pozioma (P) wynosi 10 cm/sek, współczynnik lepkości 
burzliwej k =  102 cm2/sek, współczynnik lepkości burzliwej A —  107 
cm2/sek, charakterystyczne wymiary akwenu (w przybliżeniu odpowia
dające Bałtykowi): pionowy (L2) —  100 m, poziomy (Lj) —  1000 km. 
Wprowadzimy te wielkości najpierw do równania (1.4.), w  rezultacie 
otrzymamy:

Możemy więc stwierdzić, że wielkość prędkości pionowej jest zna
cznie mniejsza od prędkości poziomej, zatem w  równaniu ruchu wyra
żenia związane z prędkością pionową mogą być odrzucone w  porówna
niu z innym i wyrażeniami.

Analizując w  podobny sposób pozostałe człony w  równaniach ruchu 
otrzymamy postać uproszczoną opisującą prądy w płytkich morzach:

(1.5)

(1.6)

(1.7)

skąd dla ilorazu



(1.8)

znaczną rolę ty lko  w pow ierzchniow ej w arstw ie m órz i oceanów, w  p rzy 
bliżeniu do głębokości 100 m. W ogrom nej m asie wód oceanicznych po
niżej tej głębokości p rądy  mogą być określone rów naniem  rów now agi 
geostroficznej polegającym  na tym , że siła Coriolisa znajdu je  się w  rów 
nowadze dynam icznej z grad ien tem  ciśnienia. W dalszych rozw ażaniach 
rozpatryw ać będziem y w yłącznie ustalone w  czasie prądy; tak ie  założe
nie jest w ynikiem  pew nych trudności, k tó re  w inny być z czasem  prze
zwyciężone, a m ianowicie n ie znam y zależności w spółczynnika lepkości 
burzliw ej (k) od przebiegu procesów  w ym iany pędu w  czasie.

W prow adzim y dalsze przekształcenia rów nań ruchu; w  tym  celu roz
wiążem y rów nanie (1.8):

gdzie i  —  zm iany poziomu swobodnej pow ierzchni m orza względem  
położenia równowagi.

Zauw ażym y, że ciśnienie na swobodnej pow ierzchni z =  § (x, y) rów 
ne jest zeru. D odatnie w artości |  odpow iadają obniżeniu powierzchni; 
w ynika to z przyjętego układu, oś z bowiem  skierow ana jest do środka 
Ziemi.

W prow adzając w yrażenie (1.9) do rów nań (1.6) i (1.7), a jednocześnie 
uw zględniając niezależność od czasu, zapiszem y ostateczny kształt rów 
nań  opisujących p rądy  w iatrow e:

Rów nania powyższe w ykorzystane zostaną do obliczeń prądów  w m o
rzach p ły tk ich  zbliżanych w ym iaram i do B ałtyku.

W M orzu Bałtyckim  w ystępują  dwa rodzaje prądów : 1. p rąd y  po
chodzenia w iatrowego, k tó rych  pierw szą przyczyną jes t naprężenie s ty 
czne w ia tru  oraz 2. p rądy  gęstościowe —  efek t w lewów wód słonych 
z M orza Północnego oraz następnego procesu m ieszania się ty ch  wód 
z w łaściw ym i w odam i B ałtyku.

G eneracja prądów  w iatrow ych następu je  n a  sw obodnej pow ierzchni 
morza, tu ta j też w ystępu ją  najw iększe prędkości, rzędu  10— 100 cm /sek. 
Z dala od brzegów  p rądy  te  w  w arstw ie pow ierzchniow ej z powodzeniem

P =  eg (z — 5), (1.9)

(1.11)

(1.10)

Dodajm y, że człon charak teryzu jący  tarcie odgryw a



mogą być oceniane za pomocą wzorów em pirycznych wiążących p ręd 
kość w ia tru  i prędkość prądu.

P rąd y  gęstościowe nie w ykazują  w yraźnych w arstw , gdzie następu je  
ich generacja. W ielkość tych  prądów  jest rzędu 1— 2 cm/sek. Mogą one 
zatem  przy  obliczaniu prądów  w iatrow ych być pom ijane.

W racając do rów nań (1.10) oraz (1.11) zauważm y, że jednoznaczne 
ich rozw iązanie otrzym am y tylko po sprecyzow aniu w arunków  brzego
wych. Rozwiązanie tych  rów nań dla konkretnych  m órz otrzym ać m o
żemy w yłącznie m etodam i num erycznym i przy w ykorzystan iu  m aszyn 
cyfrow ych. M etody tak ie  zostaną w prow adzone w następnych  rozdzia
łach.

P rzejdziem y teraz z kolei do poszukiw ania geom etrycznego kształtu  
swobodnej pow ierzchni ujętego rów naniem

z =  l  (x, y, t).

Zagadnienie to sform ułu jem y w  ten  sposób,- aby procesy w ym iany pędu 
w  pionie nie w pływ ały  na w ynik  ostateczny. W tym  celu zam iast p ręd-

H
kości poziomych u i v w prow adzim y w ydatki objętościowe Qx — /  udz

H
oraz Qy — f  vdz.

i

R ów naniam i w yjściow ym i dla dalszych rozw ażań będą (1.6) i 1.7), 
przy  czym zam iast ciśnienia w prow adzim y w yrażenie (1.9). C ałkując te 
rów nania od pow ierzchni z =  £ (x, y, t) do dna z =  H (x, y) otrzym am y:

( 1 .12 )

(1.13)

Poniew aż naprężenie styczne ( t )  w yraża się w  postaci (patrz D ruet i  Ko
w alik 1971):

(1.14)

człon

gdzie indeksy £ oraz H oznaczają odpowiednio naprężenia przy  po
w ierzchni i przy  dnie akw enu. N aprężenia styczne są param etram i za

przedstaw im y jako



leżnym i od sam ych przepływ ów  oraz od własności aerodynam icznych 
pow ierzchni, do k tó rych  są przyłożone. Ich w artości zostaną dokładnie 
przedyskutow ane w  dalszych rozw ażaniach.

Poniew aż w rów naniach (1.12) i (1.13) w ystępują  trzy  niew iadom e 
Qx, Qy oraz | ,  w prow adzim y dodatkow e rów nanie, całkując rów nanie 
ciągłości (1.4) od pow ierzchni do dna zbiornika:

r , | f 8u  , . 5v , .
/  ^ z  /  8x  /  8\T =  <L15)
5 4 i y

Pierw sze w yrażenie z lew ej strony  rów ne jest różnicy prędkości piono
wej przy  dnie i pow ierzchni morza:

w  (z =  h) — w (z  =  §). (1.16)

Przedstaw iając  rów nanie ksz ta łtu  swobodnej pow ierzchni jako z =  5 
(x, y, t), prędkość pionowa p rzy  pow ierzchni może być zapisana w  po
staci:

dS 8£ . . 8ę
w ( z = a = -  =  -  +  - u +  - v  ( i.i7 )

biorąc zaś za podstaw ę rów nanie pow ierzchni dna akw enu z =  H (x, y) 
otrzym am y dla prędkości p rzy  dnie w  (z =  H):

dH 8H . 6H
w( z  =  H) — +  (1.18)

w yrażenia drugie i trzecie z lew ej strony  rów nania (1.15) są analogiczne 
i m ogą być p rzy ję te  w postaci:

Kr Su , 8 ?  . 5H , 8|  „  ,
/ S dz =  & / u d z - 5 j u + t e u ' (1-19)
S 4

rS v  , 8 ? ,  SH , 8 5
/ Śj7dz =  8^ / v d z - 8^ v + 8^ v ' (L2°)

•»

W prow adzając tak  otrzym ane w yrażenia (1 .16),..., (1.20) do rów nania 
ciągłości (1.15) m am y:

^ + ^ = | .  ( i , i ,

Dalsze obliczenia w ezbrań sztorm ow ych będziem y prowadzić na podsta
wie uk ładu  rów nań (1.12), (1.13) oraz (1.21), w ykorzystując odpowiednie 
algory tm y rozw iązań num erycznych.



2. STOCHASTYCZNE U JĘC IE METOD PR ED Y K CJI

2.1. Podstawowe charakterystyki stochastyczne
i

W poprzednim  podrozdziale przedstaw iono m etody analityczne p re 
dykcji procesów hydrodynam icznych w  m orzu; na podstaw ie w arunków  
początkow ych i brzegow ych oraz w ykorzystu jąc rów nania ruchu  i ciąg
łości przew idyw ano zachow anie się m as wodnych w  dowolnym  czasie.

Należy podkreślić jednak, że w  celu badania ruchu  cieczy niezw ykle 
cenne są m etody statystyczne, a szczególnie stochastyczne. W ynika to 
stąd, że nie zawsze m ożna sprecyzować ruch  z dostateczną dokładnością, 
p raw ie zawsze bow iem  w ystępu ją  jakieś elem enty  losowości. N aw et 
precyzując przebieg zjaw iska m etodam i analitycznym i, przypadkow ość 
w krada  się w  m om encie zadaw ania w arunków  początkowych i brzego
wych. W arunki te znane są ty lko z pew nym  przybliżeniem  i w  związku 
z tym  rów nież rozw iązanie końcowe zaw iera pew ien elem ent losowości. 
O bserw ując jakieś zjaw isko w ośrodku natu ra lnym  nie m ożem y go w y
dzielić w  stanie czystym , gdyż zawsze tow arzyszą m u inne zjaw iska i to 
rów nież jest przyczyną przypadkow ości w  procesach oceanograficznych. 
M etody stochastyczne pozw alają w  tak im  przypadku ocenić w pływ  zja
w isk towarzyszących.

W prow adzenie m etod stochastycznych związane jest jednak  z w y
m ogiem  posiadania zbioru inform acji o badanym  procesie, a więc należy 
znać jego przebieg w czasie lub przestrzeni.

Zajm iem y się z kolei pew nym i prostym i związkam i w ynikającym i 
z teorii funkcji losowych zakładając, że nasze pom iary prądów  lub pozio
m ów stanow ią realizację funkcji losowych —  f (x, y, z, t). Dokonując na 
przykład pom iaru prędkości p rądu  (V) w  danym  punkcie r, w  skończo
nym  przedziale czasu 2T, możemy napisać:

VT (r, t) =  V (t) dla | t  | sś T, (1.22)

VT (r ,t )  =  0 dla | t |  >  T.

Średnią w artość VT(t) określam y za pomocą całki:

_____ t  i +°°
v T ( Q = ~ f  V(t)dt =  —  /  vT (t)dt. (1.23)

—T —oo

Energia k inetyczna jest w ielkością proporcjonalną do średniej od kw a
d ra tu  prędkości:



K T(h) =  0 dla | h | >  2T.

Tę funkcję przepiszem y w  innej postaci (często stosowanej):

1 1 ^

K T(h) = ~  f  V (t)V (t+ h)d t =  f  VT(t)VT(t+ h )  dt, (1.26)
ó o

z ciekaw szych własności funkcji autokorelacji w arto  zauważyć, że przy 
h  =  0:

K T(h=G) =  ^  /  V2 dt, (1.27)
- T

a zatem  jest to średnia energia k inetyczna przepływ u. D odajm y też, że 
K T(h) ^  K t (O), czyli funkcja  autokorelacji, p rzy jm uje  w artość m aksy
m alną p rzy  h =  o. W procesach losowych, w  m iarę w zrostu  przesunięcia 
w  czasie (h), funkcja  au tokorelacji zazwyczaj m aleje.

Oprócz funkcji au tokorelacji podstaw ow ą wielkością jest tran sfo r
m ata  Fouriera  tej funkcji, czyli w idm owa gęstość;

S T  (co) =  ±  f  K t  (h) e~icoh dh, (1.28)
— T

gdzie co jest częstością =  — .

Jeśli funkcja  autokorelacji jest funkcją  rzeczyw istą, to z w yrażenia
(1.28) otrzym am y:

1 T 1 T 
St(co) =  —  J  KT(h) cos co h d h =  — J  K T(h) cos co hdh (1.29)

— T  0

W przypadku  prędkości p rądu  w  m orzu widm owa gęstość ch arak te ry 
zu je  gęstość energii kinetycznej, a w  przypadku zm ian poziomów — 
gęstość energii potencjalnej.

W prow adzim y z kolei jedną z najbardziej p rzydatnych  zależności — 
funkcję autokorelacji:

(1.25)

(1.24)



Poniew aż w idm ow a gęstość posiada tak  jasną in te rp re tac ję  fizyczną, 
znalazła ona niezw ykle obszerne zastosow anie we w szystkich m odelach 
stochastycznych procesów hydrodynam icznych w  m orzu.

Funkcja  autokorelacji oraz w idm owa gęstość są bardzo ściśle pow ią
zane z transfo rm atą  Fouriera  funkcji losowej.

R ozpatrzm y dla p rzyk ładu  transfo rm atę  Fouriera  (AT) prędkości p rą 
du w yrażonej zależnością (1.22):

W ten  sposób nie zawsze m usim y obliczać w idm ową gęstość funkcji 
autokorelacji; w  w ielu przypadkach w ystarczy znaleźć transform atę  
Fouriera  badanej funkcji losowej. Ten rodzaj widm owej gęstości cha
rak te ryzu je  rozkład energii d rgań  w jednym  punkcie r. Dla opisu za
leżności d rgań  zachodzących w dwóch różnych punk tach  wprow adzim y 
realizację funkcji losowych v (t) oraz u (t); mogą to być na przykład 
zm iany poziomu, p rądy  itp.
Rozważym y funkcję  w zajem nej korelacji w postaci:

(1.29)
— oo

oraz wielkość sprzężoną

(1.30)
—  oo

Mnożąc (1.29) oraz (1.30) stronam i otrzym am y:

(1.31)
—  oo — oo

Oznaczając t2 —  t x =  h, o trzym ujem y z (1.31):

—  oo oo

(1.32)

K v,u (h) -  0 

lub w innej postaci

dla | h  | >  2 T



Ku, V (h) =  ~  7  UT (t +  | ) v T (t d t dla |h |  ^  2T,
V 1 '  (1.34)

K u, v (h) =  0 dla | h |  >  2T.

Funkcja  korelacji jest tu  m iarą  zależności d rgań  zachodzących w  rea li
zacjach u  (t) i  v  (t).
Rozbijem y funkcję  korelacji w zajem nej na parzystą  i n ieparzystą  część: 

K u.v (h) =  j  [Ku>v (h) +  K u,v (—h)] +  ~  [Ku,v (h) — K UiV (—  h)] =

=  E u.v +  F u,v. (1.35)
W idmową gęstość zapiszem y jako:

Su-V (C0) =  Ł  I  e_iwh(Eu V +  Fu v) dh =  Sc -  iSo, (1.36)
—  oo

gdzie: Sc —  część parzysta  w idm owa gęstości, SQ —  część nieparzysta. 
W yrażenie (1.36) stanow i bazę zdefiniow ania dodatkow ych wielkości 

precyzujących zależności m iędzy drganiam i w dw óch różnych punktach. 
Fazę d rgań  0  określim y w yrażeniem :

t *  =  t g 0 ,  (1.37)

koherencję zaś albo spójność:

F2 (co) =  Su-V S ^ v =  S c_jrSQ_, (i.38)
Su • Sv Su • Sv

gdzie gwiazdka oznacza w artość sprzężoną.
Teoretycznie spójność zm ienia się w  przedziale od 0 do 1. Jeżeli ba

dane funkcje  losowe zaw ierają  oscylacje z jednakow ym i częstościami 
oraz różnica faz nie zm ienia się z czasem, to w tedy spójność zawsze jest 
rów na 1. W tak im  przypadku m ożna tw ierdzić, że drgania w  dwóch róż
nych punktach  pochodzą z jednego źródła. Jeśli zaś d rgan ia  opisane 
przez realizację u  (t) i v  (t) nie m ają  w spólnych częstości lub też różnica 
faz zm ienia się w  czasie, to  spójność d rgań  dąży do 0 i m ożem y tw ier
dzić, że badane zm iany pochodzą z różnych generatorów .

2.2. Przekształcenia liniowe funkcji losowych — funkcja przenoszenia

A nalizując uk ład  dynam iczny m orze —  atm osfera na  przykładzie 
w ahań pow ierzchni m orza pod w pływ em  naprężenia stycznego w ia tru  
zakładam y, że układ ten  charak teryzu je  się pew nym i stałym i param e-



tram i. Procesy zachodzące tu ta j mogą być opisane za pomocą rów nań 
różniczkow ych ze sta łym i w spółczynnikam i. Jeżeli na  w ejściu układu  
znajdu je  się  proces losowy — x (t), a n a  w yjściu  proces losowy y (t), po

w stający w w yniku działania procesu x  (t), to  rozw iązanie możemy 
przedstaw ić w  postaci:

gdzie: p (t) — funkcja  charak teryzu jąca  w łasności uk ładu  przedsta
wionego na ryc. 1.

Przejdziem y z kolei w  rów naniu  (1.39) od czasu do częstości, w  tym  ce
lu w ykonam y transform ację  Fouriera  zgodnie z w yrażeniem  (1.29):

Zam ieniając kolejność całkow ania w  praw ej stron ie  oraz w prow adzając 
zm ienną ti =  t  — t otrzym am y:

gdzie: X(co), P(co), Y(a>) transfo rm ato ry  funkcji x(t), p(t), y(t). 
T ransform ata P(<o) zw ana jes t funkcją  przenoszenia; opisuje ona w łasno
ści uk ładu  m echanicznego na osi częstości. Zastosujem y do układu  przed
stawionego na ryc. 1 poprzednio poznane własności funkcji, przy czym 
zakładam y, że funkcje  rozw ażane są stacjonarne (Swiesiznikow 1965).

P rzede w szystkim  sprecyzujem y postać funkcji autokorelacji procesu 
wyjściowego n a  podstaw ie procesu wejściowego:

R yc. 1. Schem at układu d la jednej 
zm iennej na w ejściu  

Fig. 1. D iagram  o f the one d im ensional 
input variab les

(1.39)
—oo

f -o o  -  ooJ p W e -^ d t  ^  f X  (t1)e_1“tldti = 2TP(co) X  (co) =  Y(co), (1.41)
—oo — oo

<1.40)



oo oo
—  f  J P (Ti)P (T2)K x (h  +  t 2 — T j )  dTjdt^ (1.42)

—oo —oo

W idmowa gęstość może być obliczona z w yrażenia (1.42) przez w prow a
dzenie transform acji F ouriera  lub też drogą znacznie prostszą, w ykorzy
stu jąc  w yrażenie (1.32):

Sy(co) =  — | Y(co)Y*(co) | =  4T2P(co)P*(co) — X(co)X*(co) =
J l Jt

=  4T21 P(co) 12Sx(co). (1.43)

Z w yrażenia (1.43) widzimy, że znając własności funkcji przenoszenia 
P(co) oraz widm ową gęstość procesu wejściowego Sx(co) z łatw ością obli
czym y widm ową gęstość procesu Sy(co). Często jednak  w  prognozow aniu 
procesów  w zajem nego oddziaływ ania m orza i atm osfery  sto im y przed 
zadaniem  odw rotnym : znam y z pom iarów  widmowe gęstości procesów 
wejściowych i wyjściow ych, a nie znam y funkcji przenoszenia. Co więcej 
spodziewam y się, że raz określona funkcja  przenoszenia będzie nie
zm ienna w czasie i m oże być w ykorzystana dla prognozow ania proce
sów wyjściowych.

W tym  celu w prow adzim y funkcję  korelacji m iędzy x(t) oraz y(t):

oo
K xy(h) =  J  p (t) Kx(h — t) d t (1.44)

— oo

oraz odpow iadającą je j w idm ową gęstość:

Sxy (®) =  2 T P  (co) Sx (co); (1.4 5 )

z tego w yrażenia znajdziem y funkcję  przenoszenia; dodać jednak  należy, 
że P(co) jest w ielkością zespoloną, a zatem  charak te ryzu je  się am plitudą
1 fazą:

P  (co) =  | P  (co) | e-i<p. (1-46)

Zgodnie z w yrażeniem  (1.36) widmowa gęstość (1.45) może być zapi
sana w  postaci:

Sxy (co) =  Sc —  iSQ =  2T | P  (co) | e-1* Sx (co). (1.47)

Przesunięcie fazowe procesu wyjściowego względem  wejściowego da
je  rów nanie (1.47):

tg<P =  ! ^ .  (1.48)
'  O c  ^

Przedstaw iliśm y powyżej m odel bardzo prosty  z punk tu  widzenia z ja
wisk zachodzących w m orzu, przew ażnie jednak  na  w ejście układu  dzia-

2 — O c e a n o lo g ia  n r  4



R yc. 2. Schem at układu dla w ie lu  
zm iennych na w ejściu  

Fig. 2. D iagram  of the m u lti- d im en- 
sional input variables

ła w iele procesów. Na przykład zm iany poziomu m orza w yw ołane są 
w iatrem  i ciśnieniem. Rozważym y zatem  układ, kiedy na w ejście działa 
N  procesów (rys. 2). Pow odują one N w yjściow ych procesów, k tó re  su 
m ują  się i w  rezultacie o trzym ujem y sygnał sum aryczny:

Y =  £  Yi- (1-49)
i= l

K ażdy z procesów  może być przedstaw iony w  postaci:

oo
Y i =  /  P i (*) Xi (t —  T) dT. (1.50)

—oo

W prow adzając przekształcenie analogiczne do w yrażenia (1.41), o trzy
m ujem y:

Yi (co) =  2TPi (co) Xi (co) =  P \ (co) Xi (co). (1.51)
|

W dalszym  ciągu nie będziem y w yprow adzali w szystkich przekształceń, 
a w prow adzim y ty lko  w yrażenia związane z w idm owym i gęstościami. 
Poniew aż transfo rm ata  Fouriera  procesu wyjściowego wynosi:

N N
Y (co) =  J T  Yj (co) =  P  j (co) x i (co), (1.52)

i= l  i= l

to zgodnie z w yrażeniem  (1.32) otrzym am y dla widm owej gęstości:

S y  =  S Y i y j =  |  | Y  (co) |2 =  ^  £  Y i  (co) J ;  Y*(co) =
i= l  .1=1

=  Z  Ż  (co) p 3#1 H -  ( i - 5 3 )
i= l  3 = 1

Jeżeli procesy x* oraz Xj (dla i ^ j )  są nieskorelow ane, to w idm ow a gę
stość S XjXj =  0, a z w yrażenia (1.53) pozostaje:



(1.56)

Je s t to w ynik  analogiczny do otrzym anego poprzednio (1.43).
R ozpatrzm y teraz z kolei korelację m iędzy sum arycznym  sygnałem  

w yjściow ym  i dow olnym  sygnałem  wejściowym  Xj; w tedy dla w idm o
wej gęstości otrzym am y:

Sy,*, = £(Y (® )X *(«> )) =

w Xi (a>) x* (®))= j? Pi (a>) s« w- -57) 
\i= l / i=l

Dla nas najbardziej in teresu jący  jest przypadek, k iedy  na w ejściu m a
m y dw a procesy (w iatr i ciśnienie), a 'n a  w yjściu jeden  (zm iany pozio
m u morza), tu ta j w yrażenie (1.57) p rzy jm uje  postać:

SyX) =  Pi («) Su (w) +  P 2 (co) S21 (co), (1.58a)
Syx2 (w) == Pl (®) Sl2 (o) +  P 2 (w) S22 (®)- (1.58b)

Ja k  zawsze celem  podstaw ow ym  przy  tego rodzaju  obliczeniach jest 
określenie funkcji przenoszenia P x (co) oraz P 2 (co), a zatem :

P i =  Sy x i S22 — Sy^g Szi (1 59a)
A

P 2 =  Syx2 S l l~ ~ SyxiS l2 , (1.59b)
A

gdzie: A =  Su S22 —  S2i S12.
D odajm y, że podobnie jak  w  w yrażen iu  (1.46) P i i P 2 są wielkościam i 

zespolonym i i charak te ryzu ją  się określoną am plitudą oraz fazą.

2.3. Estymacja niektórych charakterystyk losowych
<

W zagadnieniach praktycznych  nie dysponujem y ciągłym  zapisem  re 
alizacji funkcji losowej w  czasie (lub przestrzeni), lecz są to w artości 
dyskretne pom ierzone w chw ilach ti, t2, ..., tN. Odstęp czasu m iędzy dwo
m a kolejnym i pom iaram i At =  ti+ t —  tj nazyw am y krokiem  próbkow a
nia albo kw antow ania .

Funkcję  autokorelacji (1.26) przedstaw iam y w  postaci sumy:

K (P) =  N ^ l f V i V i + P’ (L60)P i=l



gdzie: N —  liczba pom iarów odpowiada okresowi 2 T w w yrażeniu
(1.26), i — w skaźnik bieżący odpowiada chw ili czasowej t, p —  w skaźnik 
odpow iadający h.
W idm ową gęstość w yrażoną całką (1.29) rów nież m ożna by przyjąć jako 
sumę:

At **
s  («>) =  —  £  K (hO cos (whj). (1.61)

i=0

P rzy  estym acji w idm owej gęstości ciąg pom iarów  od 0 do N jest jed 
nak  rozbijany na  krótsze ciągi, p rzy  czym sum ow anie przebiega ty lko 
do w artości M, w ybieranej z dodatkow ych w arunków  dotyczących do
kładności oceny widm owej gęstości.

W idmową gęstość będziem y obliczać za pomocą następującej sumy:

r r  M —1 - r r

S(p) =  Kq cos cos 71P- a - 62)
q=l

gdzie: q —  indeks sum ow ania, q =  0,1, ... M, M —  m aksym alna w ar
tość indeksu p.

W spółczynniki au tokorelacji w  (1.62) w ykorzystane są  z obliczeń w y
konanych na podstaw ie (1.60). Podobnie jak  powyżej zapisać możemy 
postać num eryczną w spółczynników  korelacji i odpowiadające im w id
mowe gęstości Sc oraz SQ.

W artości obliczone z w yrażenia (1.62) są dalej w ygładzane filtrem  
zaproponow anym  przez B lackm ana i Tuckeya (1958).

S '(p) =  0,23 S p-j +  0,54 Sp +  0,23 Sp+1, (1.63)

przy  czym S - i  =  Sx; SM+i = S M_i.
Obliczona Sp zaw arta  jest w  przedziale częstości, k tórego w artość środ
kowa w yraża się następująco:

_  2n 2M Ata okres TD =  —  = ------- (1.65)p a>p p

Estym acja widm owej gęstości z zadaną dokładnością zależy od w y
boru takich wielkości, jak  M, N oraz At. Często w  obliczeniach prak tycz
nych pow staje pytanie, jak ie  w arunk i należy spełnić, aby dwie w artości 
widm owej gęstości S (coj) oraz S (o^) m ogły być rozdzielone na  osi czę
stości. Zgodnie z w yrażeniem  (1.64) różnica częstości m iędzy sąsiednim i 
wartościam i widm owej gęstości —



caP + i - c° P = M A t  (L66)

przy określonym  kroku kw antow ania At może ‘być zm ieniana tylko dro
gą w yboru M. Bardzo w ąskie pasmo częstości zaś o trzym am y przy  
M oo. N iestety  z drugiej strony  zwiększenie M w prow adza w iększe 
praw dopodobieństw o błędów  losowych w trakcie estym acji w idm owej 
gęstości. W ynika to z tego, że w ariancja estym atora widm owej gęstości 
° I p Jest oceniana za pomocą w yrażenia:

° i p = f i s p- (L67)

W idzimy zatem , że przy  w yborze M kierow ać się m usim y kom prom i
sem  m iędzy wysoką selektyw nością w ystępujących d rgań  (duże M) a  m i
nim alizacją błędu p rzy  ocenie widm owej gęstości (małe M). Te dwie 
tendencje u ję te  zostały za pomocą jednego p a ram etru  zwanego ilością 
stopni swobody (v):

v =  f .  (1.68)

W ykorzystując w artości v obliczono przedziały ufności dla Sp (na pod
staw ie rozkładu X2) z praw dopodobieństw em  95%. Takie przedziały 
przedstaw iono w  tab. 1.

T a b e l a  1

V
P rzedziały  ufności 

C onfidence in terval
V

P rzedziały ufności 
C onfidence in terval

2 0,21— 40 15 0,55— 2,4

3 0,32— 14 20 0,59— 2,1

4 0,36—  8,3 50 0,69— 1,55

5 0,39—  6,0 100 0,78— 1,35

6 0,42—  4,8 150 0,81— 1,27

8 0,46—  3,8 200 0,83— 1,23

10 0,49—  3,1 300 0,86— 1,18

Z danych w  tab. 1 w ynika, że przy  v =  20 i obliczonej widm owej gę
stości Sp = 1 ,  0, w ielkość rzeczyw ista te j gęstości, z praw dopodobieństw em  
95%, zaw arta  jest w  przedziale 0,59—2,1.



2.4. Uwagi o zastosowaniu rozkładów statystycznych w zagadnieniach 
predykcji zjawisk dynamicznych w  morzu

Dotychczas trak tow aliśm y zbiór danych pom iarow ych jako  realizację 
funkcji losowych zależnych od czasu lub przestrzeni. Nie w szystkie da
ne mogą być tak  rozpatryw ane, nie zawsze bowiem  stanow ią one jed 
norodne szeregi czasow o-przestrzenne lub też liczba danych jest w  ogó
le niedostateczna dla estym acji w idm owej gęstości. Jednak  czasami tak i 
zbiór jest w ystarczający dla ujęcia ich w  postaci zm iennych losowych 
i odpow iadających im  rozkładów  częstości w ystępow ania. Uwagi te  do
tyczą przede w szystkim  stanów  m orza, odnośnie do k tó rych  zebrano 
znaczną liczbę pom iarów. D odajm y też, że bezpieczeństwo urządzeń 
brzegow ych zależy przede w szystkim  od stanów  esktrem alnych. N aj
wyższe i najniższe roczne stany  wody są przyjm ow ane za zm ienną loso
wą, co jest uzasadnione charak terem  zjaw iska. Obliczenia s ta ty s ty k  s ta 
nów ekstrem alnych  rozw inęły się w  hydrologii wód śródlądowych, gdzie 
rozkłady praw dopodobieństw a najw yższych stanów  i przepływ ów  wody 
są podstaw ą p rzy  pro jek tow aniu  w szystkich budow li piętrzących, w ałów  
przeciwpowodziowych oraz innych  budow li wznoszonych w kory tach  
rzek. W oceanografii zastosow anie tych  m etod rozpowszechniło się w  
ostatnich latach, p rzy  czym obliczenia tego rodzaju  w ystępują  rów nież 
w lite ra tu rze  polskiej dotyczącej w ezbrań sztorm ow ych i stanów  wody 
(W róblewski 1970).

P rzy  charakteryzow aniu  zjaw isk ekstrem alnych  ujm ow anych jako 
zm ienne losowe w ykorzystyw ać będziem y dwie funkcje  rozkładu p raw 
dopodobieństwa: dystrybuan tę  i funkcję  praw dopodobieństw a przew yż
szenia.

D ystrybuan ta  F(x) zm iennej losowej x  w yraża się wzorem:

X

F(x) =  f  f (x)dx,  (1.69)
— oo

funkcja  zaś praw dopodobieństw a przewyższenia:

oo
p(x) =  J f(x) dx. (1-70)

X

W powyższych wzorach f(x) oznacza gęstość praw dopodobieństw a. Okres

pow tarzalności zjaw isk związany z dystrybuan tą  w ynosi T(x) =  .
r (X)

W praktyce oczywiście powyższe całki zam ieniane są odpowiednim i 
sum am i, operuje się bowiem  zm iennym i dyskretnym i. O trzym ane rozkła



dy  w yrów nuje się za pomocą teoretycznych rozkładów  typu  ciągłego. 
W przypadku dostatecznie dokładnego w yrów nania punktów  dystrybu - 
an ty  em pirycznej za pomocą rozkładu teoretycznego m ożliw a jest ek stra 
polacja, za pomocą krzyw ej teoretycznej, poza przedział o trzym any z 
pom iarów. Poniew aż w ynik i obliczeń w yrażone są zazwyczaj za pom o
cą przyporządkow ania określonem u m aksym alnem u stanow i odpowied
niego okresu pow tarzalności wyrażonego w  latach, ekstrapolacja um o
żliwia obliczanie m aksym alnych stajnów m orza o pow tarzalności na p rzy 
kład 1 tys. la t na podstaw ie kilkudziesięciu la t  pom iarów. Trzeba jednak  
zaznaczyć, że przebieg ekstrapolow anej krzyw ej teoretycznej poza obsza
rem  w yznaczonym  przez pom iary jest w  sensie m atem atycznym  tylko 
hipotezą statystyczną. Spraw dzanie zgodności z danym i pom iarow ym i do
konuje się za pom ocą testów .

Zagadnienia te  oraz szereg pokrew nych wyłożone w sposób jasny  i 
p recyzyjny  znaleźć m ożna w m onografii K aczm arka (1970).

S tany  m inim alne dopiero od la t sześćdziesiątych sta ły  się przedm io
tem  badań  sta ty styk i m atem atycznej, zapoczątkow anych przez Gum bela 
(1954).

II. U S T A L O N E  P R Ą D Y  P O C H O D Z E N IA  W IA T R O W E G O  
W  M O R Z A C H  P Ł Y T K IC H

1. W STĘP

Istn ieje  kilka hydrodynam icznych m odeli opisujących w iatrow e p rą 
dy w m orzach zam kniętych. N ajw yraźniej jednak  zjaw iska fizyczne po
w staw ania prądów  zostały przedstaw ione w m odelu Ekm ana (1905, 1923). 
N aprężenie styczne w ia tru  jest podstaw ową siłą zew nętrzną powodu
jącą przekazanie pędu w k ierunku  pionowym  i pow staw anie p rądu  d ry -  
fowego. W tym  sam ym  czasie obecność brzegu prowadzi do zm iany po
ziomu m orza i w ystępuje druga składow a prądu  —  w yw ołana nachyle
niem  pow ierzchni m orza.

W liniow ym  m odelu Ekm ana p rąd  jest superpozycją dwóch powyż
szych składowych, co w ynika z superpozycji rozw iązań niejednorodnego

rów nania różniczkowego. Ogólnie zatem  prędkość p rądu  (u) może być 
zapisana w  postaci:

U =  f i (t) - f  f 2 ( v | ) , (2.1.)
I



gdzie: fj (t) —  składow a prądu  wyw ołana naprężeniem  stycznym  wia
tru  T,

U (V£) —  składow a zw iązana z nachyleniem  pow ierzchni y  | .
P ierw sza składow a rów nania 2.1 jes t ściśle określona, gdyż napręże

nie styczne w ia tru  jest znaną funkcją  prędkości i k ierunku  w ia tru  nad 
obszarem  m orskim .

D ruga składow a w tym  rów naniu  jest nieznana i dlatego należy w ska
zać dodatkow e rów nania określające nachylenie pow ierzchni m orza. W y
n ikają  tu  jednak  pew ne trudności, przede w szystkim  ciśnienie w yw ołane 
nachyleniem  pow ierzchni m orza nie dociera do dna, lecz ulega tłum ie
niu na skutek  obecności grad ien tu  gęstości. (Ten czynnik powoduje, że 
na pew nej głębokości V 1 =  0). Innego rodzaju trudność w ynika z b ra 
ku wiadomości o pionowym  współczynniku lepkości burzliw ej i jego 
zależności od w ia tru , głębokości itp. Te trudności zazwyczaj zm uszają 
do korzystania z m etody całkow ania w  pionie przepływ ów  poziomych, 
co prow adzi w  rezultacie do obliczania w ydatków  objętościow ych za
m iast prądu.

W m orzach płytkich, gdzie baroklinow ość nie odgryw a poważnej roli, 
zm iany ciśnienia w yw ołane nachyleniem  pow ierzchni akw enu przeka
zyw ane będą w  głąb bez tłum ienia. W niniejszym  opracow aniu m orze 
p ły tk ie  charak teryzu je  się  b rak iem  zjaw iska baroklinowości.

Można zatem  scałkować w pionie rów nanie Ekm ana dla p rądu  i na tej 
drodze otrzym ać dodatkow e rów nanie w  celu określenia nachylenia po
w ierzchni m orza. To pozwoli za pomocą rów nania 2.1 otrzym ać pole 
p rądu  w m orzu. W wielu przypadkach znalezienie nachylenia pow ie
rzchni z rów nań różniczkow ych opisujących zm iany poziomu w ody jest 
celem  zbyt trudnym , gdyż w arunki graniczne nie zawsze d a ją  się sp re
cyzować w  sposób oczywisty. Zazwyczaj, aby om inąć tę  przeszkodę, 
w prow adza się funkcję  p rądu  i poszukuje się rozw iązania eliptycznych 
rów nań różniczkow ych d la funkcji prądu.

W m orzu rzeczyw istym , w  związku z w ystąpieniem  wysp, w yłania 
się problem  dodatkow y. Obszar całkow ania zm ienia się z jednospójnego 
w  w ielospójny i aby otrzym ać w artość funkcji p rądu  należy wprowadzić 
pomocnicze w arunk i brzegowe. Podstaw ow e założenia d la  tych  w arun 
ków można znaleźć w  teorii sprężystości, a jednym  z pierwszych, k tó ry  
sprow adził tak ie  w arunk i do zagadnień dynam iki morza, by ł K am enko- 
vitch (1961).

Teoria Ekm ana uległa w ielu pow ażnym  zm ianom  w pracach Felzen- 
baum a (1960), S ain t-G uilly ’ego (1959, 1962) oraz W elandera (1957).



2. RÓW NANIA EKMANA

Rów nania Ekm ana dla prądów  ustalonych mogą być zapisane w  po
staci rów nań (1 .10) oraz (1.11):

5£ 52u
- f v  =  g i  +  k i J - ’ <2-2>

55 52v
f U = g  8y ^ k ”5z2 • 2̂ '3^

W arunki graniczne na pow ierzchni m orza (z — £ go 0) 
b ierzem y w postaci:

xx =  - Q k ^ ;  *  =  (2.4)

a przy dnie (z =  H):

u  =  v =  0. (2.5)

W celu znalezienia rozw iązania układu  rów nań (2.2), (2.3) z w arunkam i 
granicznym i (2.4), (2.5) pom nożym y rów nanie (2.3) przez liczbę urojoną 
i =  ] /  — 1, a następnie dodam y stronam i (2.2) i (2.3).

Rozwiązanie w ynikłego rów nania różniczkowego jest sum ą rozw iązań 
rów nania jednorodnego i niejednorodnego:

. . rsha (H —  z)
s  =  u  +  1 V  — ------------------------- ,  u  „  +aokchaH

+ ¥ ( I M '  <2-6)
gdzie:

« =  (1 +  i); T =  t x +  i Ty;

8x  8y •

Zauważm y, że w  rów naniu  (2.6) składow a zw iązana ze zm ianam i po
ziomu m orza (K) jest nieznana. Aby znaleźć tę składow ą założymy, że 
w m orzu pły tk im  zm iany poziomu m orza nie są tłum ione przez pionowy 
g radien t gęstości. W tym  przypadku  w artość K w rów naniu  (2.6) jest 
niezależna od głębokości. Powyższe założenie stw arza możliwość w y
prow adzenia dodatkowego rów nania dla wielkości K  poprzez całkow anie 
w  pionie rów nania (2.2) oraz (2.3).



3. RÓW NANIA W YDATKU OBJĘTOŚCIOW EGO I FU N K C JI PRĄDU

C ałkując rów nania (2.2) i (2.3) w  pionie od pow ierzchni (£) do dna (H) 
otrzym ujem y:

b x
■ fQ y =  gH —  +  tx —- rQ x, (2.7)

fQx =  gH 0  +  xy — rQ y, (2.8)

gdzie:

H H

Qx =  | udz, i Qy — J  vdz

są składow ym i w ydatku objętościowego (Q). 
N aprężenia styczne przy dnie:

i 8u  
e k &

Svoraz ok -r— 
z =  H Sz z =  H

są p rzy ję te  w  postaci liniowej jako rQ x oraz rQ y ze sta łym  współczyn
nikiem  tarc ia  r. W artość tego w spółczynnika będzie podana dalej (Stałe 
fizyczne w  zagadnieniu ustalonych  prądów  w iatrow ych).

Isto tne jest; że rozw iązanie (2 .6) oraz rów nania (2.7) i (2.8) otrzym ano 
przez w prow adzenie dodatkow ego założenia, m ianowicie, że zm iany po
ziomu m orza (Ę,) są znacznie m niejsze od głębokości m orza w  danym  
punkcie. W yłącza to w  dalszych rozw ażaniach stre fę  p łytkow odną m o
rza, gdzie |  Si H.

R ów nania (2.4) oraz (2.5) charak te ryzu ją  w arunk i brzegow e na po
w ierzchni i p rzy  dnie. Za pomocą w ydatku  objętościowego m ożna zna
leźć w arunk i przy  brzegach mórz. M ianowicie norm alną do brzegu skła
dową w ydatku  objętościowego przy ję to  jako zero:

Q„ =  0. (2.9)

Podstaw ow y cel naszych obliczeń — określenie k ierunku  i prędkości 
prądu  w akw enie m orskim  —  będzie osiągnięty, jeżeli obliczym y na-

chylenie poziomu m orza -r— i -r— z rów nań (2.7) i (2.8). W prow adzaj ą  oy
jąc dalsze przekształcenie rów nań, zauw ażym y przede w szystkim , że 
rów nanie ciągłości dla w ydatku  objętościowego m ożna zapisać w  postaci:

ę *  +  b3 z  =  0. (2.10)
ox oy



Powyższe rów nanie będzie rów nież spełnione, jeżeli zastosujem y funkcję  
p rądu  w  postaci:

(2-n )
Różniczkując rów nania (2.7) i (2.8) oraz uw zględniając (2.10) i (2.11) do- 

chodzim y do rów nania końcowego, k tó re  nie zaw iera składow ych — , 

5 |

5y ‘

r 1 J  (H, V) - 1  (VH. v T )  +  p ^  =

=  (rot x)z +  — Ty — j -  Tx j ,  (2.12)

gdzie sym bole zdefiniow ano w  sposób następujący:

52 5 2A =  -r—r 4- -r—- —  dw uw ym iarow y laplasjan, 
ox2 oy2

/5H &VP 5H 5xI/\ , • , u-
J  (H, W) — ty  — 8y 5x) —  dw uw ym iarow y jakobian,

y =  i j — dw uw ym iarow a nabla,

( \7H . yW) — dw uw ym iarow y iloczyn skalarow y,

(rot t) z — pionowa (z) składow a ro t x,

ft — •—  — zm iany param etru  Coriolisa (f) z szerokością geograficzną.
5y

W yrażenie zaw ierające fi będzie pom inięte w  dalszych obliczeniach.
W arunki brzegow e dla rów nania (2.12) mogą być znalezione, jeśli za

łożymy, że linia brzegow a opisana jest analityczną krzyw ą r o (x, y).

W tym  celu w ybierzem y dw a kierunki: prostopadły  (n) oraz styczny (s) 
do tej krzyw ej, tak  jak  pokazano na ryc. 3. W tedy w arunki brzegow e 
(2.9) p rzy jm u ją  postać:

Qn — Oj

W (s) — const =  C0. (2.13)

W ten  sposób zagadnienie w ydatków  objętościow ych zostało p rzedsta
w iane w postaci rów nania eliptycznego (2.12) z w arunk iem  brzegow ym  
(2.13), co charak te ryzu je  tzw . problem  D irichleta.



W ydaje się, że nasz cel —  znalezienie m etody obliczeń pola prędkości 
p rądu  — został w  ten  sposób sprecyzow any. P ostępujem y w zdłuż pew 
nego łańcucha rów nań, poczynając od (2 .6) i kończąc na rów naniu  (2 .12).

N astępnym  krokiem  będzie włączenie w ysp do przedstaw ionego za
gadnienia. Niech r lf r 2, .... r n będą kon turam i opisującym i wyspy, we
w nątrz  podstawowego kon tu ru  r o, jak  pokazano na  ryc. 3.

Ryc. 3. P rzykład obszaru w ie lo sp ó j-  
nego

Fig. 3. E xam ple of m ultip le con- 
nected  area

W tedy w arunek  (2.13) będzie w ażny na  każdej wyspie w  postaci:

^  | r 0 =  co ; w  | r r =  c i; ^  | r n =  c n. (2.14)

Zagadnienie jednak  jest nadal nie sprecyzowane, gdyż stałe Ci, Cn są 
nieznane. W przypadku, kiedy nie m a w ysp (obszar jednospójny), p rzy j
m ując | r o =  C0 jako zero, z łatw ością dochodzim y do rozw iązania 
rów nania (2 .12).

Ten przypadek  nie odnosi się do obszaru wielospójnego. Oczywiście 
. m ożna założyć określoną w artość dla pew nej niew iadom ej spośród w iel
kości Ci, Cn i dla u łatw ienia  dalszych obliczeń p rzy jm ujem y wielkość 
C0 =  0. Ostatecznie m ożem y sprecyzować nasze zadanie jako poszuki
w anie rozw iązania rów nania (2.12) w  obszarze w ielospójnym  z następu
jącym i w arunkam i granicznym i:

' P |r o =  0; W |r i =  c i; ..., vi; | r n =  c„ . (2.15)

4. ROZW IĄZANIE ZAGADNIENIA DIRICHLETA W OBSZARZE
W IELOSPÓJNYM

Załóżm y dla u łatw ienia  dalszych rozważań, że stałe  Ci, ..., Cn są zna
ne. Rów nania (2.12) i w arunk i graniczne (2.15) są liniowe; stw arza to  
możliwość użycia zasady superpozycji przy  konstruow aniu  rozw iązania 
rów nania (2.12) jako sum y rozw iązań niejednorodnego rów nania z jedno



rodnym i w arunkam i granicznym i (CD = ,  ... =  Cn =  0) oraz jednorodne
go rów nania z n iejednorodnym i w arunkam i brzegow ym i (C0^  0 lub 
Ci zfc 0 lub C2 0, ... lub  Cn 0). Na podstaw ie powyższego rozw iąza
nie (2 .12) jest sumą:

n

V =  'P0 +  V C A ,  (2.16)
k = l

gdzie:
'Po— rozw iązanie (2 .12) z jednorodnym i w arunkam i granicznym i

I r c =^o 1 - . . .  =  v 0 | r n =  o, (2.17)
vI;k — jest rozw iązaniem  jednorodnego rów nania (2.12) z następującym i 

w arunkam i granicznym i:

I r k =  i, 'i'k | r 0«  wk | r | = ...  =  wk | r n o. (2.18)
Poszukując rozw iązania zagadnienia D irichleta w  postaci sum y (2.16), 

defin iu jem y w artości graniczne funkcji p rądu  na konturach  1̂ ..., Tn jako 
1, jakkolw iek w artości stałych Ci, C2 ..., Cn są nadal nieznane. W prow a
dzim y tu ta j pomocnicze w arunk i związane z całkow aniem  w zdłuż kon
tu rów  w  obszarze w ielospójnym . Załóżmy, że poruszam y się wzdłuż 
k on tu ru  Tk; po przybyciu do punktu , z którego w yszliśm y stw ierdzam y, 
że w ielkości takie, jak  p, u, v, itp. nie u legają  zmianie, gdyż w artości 
te  odnoszą się do stanu  stalonego. Na przykład  dla funkcji prądu, 
d '! '=  0, wokół r k, podobnie dla zm ian poziomu m orza d£ —  0. W aru
nek ten  m ożna ująć rów nież w  postaci całkowej:

f  H  d s =  j 1 te< te ) = 0  (2.19)
rk rk

W artość tak iej całki zależy od k ierunku  ruchu  wokół kon tu ru  Tk, jak  
przedstaw iono na ryc. 3.

W ykonując całkow anie wokół każdego kon turu  r 1( ... r n, otrzym am y 
n  w arunków  dla określenia n  nieznanych stałych (Cj, ... Cn). W tym  celu 
przepiszem y rów nania (2.7) i (2.8) w  postaci w ektorow ej:

^ j [ f  « ] “ V l + JL= P - ,  (2 .20)

Mnożąc rów nanie (2.20) skalarow o przez ds i całkując wokół kon tu ru  
Fk, m am y:

j  J g ( [ i  q ] • d s ) =  I  (vgd7 ) +  )  ^ ( t — rQ )d 7 . (2.21)
t-. & n r* =>



Biorąc dalej pod uw agę w arunk i graniczne dla w ydatków  objętościo
w ych (2.9) oraz rów nanie (2.19) w yrażenie (2.21) p rzy jm uje  postać:

r  SW ds, (2 .22)gH J c- ^  • gH Sn
*k l k

gdzie: ts, Qs —  składow e naprężenia stycznego w ia tru  oraz w ydatku  
objętościowego w  k ierunku  s, gH =  c2.

Podstaw iając ostatecznie (2.16) do (2.22) o trzym ujem y układ rów nań 
dla zdefiniow ania niew iadom ych stałych Ci, C2, ..., Cn:

r :

gdzie: k  =  1, 2, n
k rk \  1=1 I

(2.23)

5. STAŁE FIZYCZNE W ZAGADNIENIU USTALONYCH 
PRĄDÓW  W IATROW YCH

Ja k  dotąd nie om aw ialiśm y sta łych  fizycznych zakładając, że są one 
znane. Oczywiście ten  przypadek  nie zawsze zachodzi. Pow róćm y do 
rów nania Ekm ana (patrz s. 25). W ystępuje tu ta j: gęstość wody p (zakła
dam y, że woda jest jednorodna oraz Q =  1 CGS), p a ram etr Coriolisa 
f (w m odelu M orza Bałtyckiego f <= 10-4 CGS), przyśpieszenie ziem skie 
g =  981 CGS, naprężenie  styczne w iatru :

T «  7W2, (2.24)

gdzie: y  =  3.2 • 10-6  CGS oraz W —  prędkość w ia tru  (wyrażona w  jed 
nostkach CGS).

N ajw ażniejszym  param etrem  jest współczynnik lepkości burzliw ej k. 
W iedza o tym  w spółczynniku, jako funkcji prędkości w ia tru  (W), gę
stości wody m orskiej (9), głębokości m orza (H) oraz param etru  Coriolisa 
(f), jes t podstaw ą dla obliczenia prędkości p rądu  (rów nanie 2 .6).

Ogólnie p rzy ję te  postępow anie w ydaje się niew łaściw e, k iedy o trzy
m uje się na jp ie rw  rozw iązanie rów nania (2.6), a następnie w ybiera się 
w spółczynnik lepkości (k) z przedziału 1 do 103 CGS w  tak i sposób, aby 
otrzym ać najlepszą zgodność z doświadczeniem.

Zależność w spółczynnika lepkości burzliw ej od cytow anych powyżej 
param etrów  była podana przez Felzenbaum a (1960). W ykorzystyw ać bę
dziem y dwa w yrażenia: (1) dla m orza płytkiego (w sensie Ekm ana), k ie
dy siła Coriolisa nie odgryw a znacznej ro li (zauważmy, że nasza defi
nicja m orza płytkiego jest związana z efektem  baroklinowości):



ki =  0.54 • 10-4 HW, (2.24)

(2) d la m orza głębokiego, k iedy  p rądy  nie zależą od głębokości:

W2
k2 =  4.7 • 10- 8 —  =  4.7 • lO" 4 W2. (2.25.)

P rzyrów nując (2.24) oraz (2.25) o trzym ujem y:

W
Hi =  8.7 * 10-4  . (2.26)

Je s t to głębokość, k tó ra  rozdziela dw a obszary, gdzie są odpowiednio 
w yrażenia (2.24) oraz (2.25) spełnione; jeśli zatem  głębokość w  danym  
punkcie jest H, m ożem y w ykorzystyw ać w yrażenie (2.24) lub  (2.25) zgo
dnie z następującym i nierównościam i:

jeśli Hi >  H, w tedy  k =  ki,
(2.27)

jeśli Hj <C H, w tedy  k  =  k 2.

W podrozdziale 3 (rów nania w ydatku  objętościowego i funkcji prądu) 
wprowadzono sta łą  r  w  zw iązku z tarciem  p rzy  dnie. W spółczynnik ten  
dla m ałych głębokości może być w yliczony na podstaw ie w yrażenia 
otrzym anego przez Ekm ana (1905):

jtk k
r  =  4 H i = H ^  (2‘27)

Rząd wielkości r  zaw iera się w  granicach 10-4  do 10-6  CGS. W n a 
szych obliczeniach przeprow adziliśm y kilka eksperym entów , p rzy jm ując  
r  z przedziału 10—5 -r-10—6 CGS i doszliśm y do podobnego w niosku jak  
L auw erier (1962), a m ianowicie, że m ałe zm iany r  nie w pływ ają  p rak 
tycznie na  ostateczną w artość w ydatku  objętościowego.

6. NIEKTÓRE UPROSZCZONE M ODELE

Obliczenia rozpoczniem y od uproszczonego m odelu prostokątnego m o
rza o bokach a =  200 km  wzdłuż osi x  i b  =  100 km  wzdłuż osi y.

Celem tego doświadczenia będzie zbadanie rozkładu p rądu  w  związku 
z różnym i w iatram i, nachyleniem  dna i obecnością w ysp w akw enie 
m orskim.



6.1. Stała głębokość oraz silne zawirowanie wiatru

Z akładając sta łą  głębokość H =  50 m  i sta ły  w ia tr w iejący w k ie ru n 
ku  x  z prędkością zm ieniającą się wzdłuż osi y  (ryc. 4), o trzym ujem y 
dla rów nania funkcji p rądu  (2.12) następujące w yrażenie:

rA^I' =  4 ^  (2.28)
5y

z w arukow ym i brzegowymi:

(o, y) =  W  ( X ,  o) =  (a, y) =  V  (x, b) =  0. (2.29)

P rzy jm ując  dalej prędkość w ia tru  w  postaci W =  W x =  qy, rów nąnie 
(2.28) przepisu jem y jako:

M ' =  q 'y  (2.30)
' j  • , _  2(xq)2gdzie: q ------- -— .r
Rozwiązanie rów nania (2.30) znane jest w  teorii sprężystości (patrz Kac 
1956) w  postaci:

, rut
00 S i l  —  X

XI' =  q ' — (y2 —  b2) —  ą ' ^  V ----- -------sin  “ £  y. (2.31)
4  3! v H Jt3 Z j  n 3 , nn u J '

n—o słi  ̂ a

Jednocześnie rozw iązanie num eryczne rów nania (2.28) z łatwością m o
że być znalezione poprzez w prow adzenie różnic skończonych (patrz 
Sm ith  1965, Collatz 1955):

+  V (], k +  1) +  I1 (j, k — 1) — 4 W (j, k)] =

Tx (j, k  1) t x (j, k  1) ,0 00.
^ ----------------------------2As ’ ( ’

gdzie: Ax =  Ay — As — w ym iary  sia tk i obliczeń num erycznych, j, k 
—  w skaźniki siatk i odpow iadające w spółrzędnym  x  oraz y.

Rozwiązania rów nania (2.32) poszukiwać będziem y m etodą iteracji, 
p rzy jm ując  (2.32) w  postaci:

V  U. k) (j +  1 k) +  V  (j -  1, k) +

- f  ¥  (j, k  +  1) +  W (j, k  -  1)] +  ^  [tx (j, k  —  1) —  t x (j, k  +  1)]. (2.33)



W celu przedyskutow ania zagadnienia zbieżności procesu ite racy j- 
nego przepiszem y (2.33) w  ogólnej postaci:

'I ' (j, k) =  a (j +  1, k) W (j +  1, k) +
+  a (j — 1, k) W (j —  1, k) +  a <j, k  —  1) W (j, k  — 1) +
+  a (j, k +  1) V  (j, k  +  1) +  F (j, k). <2.34)

W ten  sposób zam iast poszukiw ania rozw iązania rów nania różniczkowego 
cząstkowego poszukuje się rozw iązania uk ładu  rów nań (algebraicznych) 
liniowych ze w spółczynnikam i a (j, k) oraz z członem niejednorodnym  
F  (j, k).

W arunki dostateczne dla zbieżności rozw iązania takiego układu  rów 
nań, przy poszukiw aniu rozw iązania m etodą iteracji, były  dyskutow ane 
w ielokrotnie (patrz Faddeeva, 1959). N akładają one ograniczenia na 
wielkości w spółczynników  a (j, k) w  rów naniu  (2.34). Jeden  z tych  w a
runków  w yraża się nierównością:

J 5 | a ( j , k ) | < l .  (2.35)
k

W rów naniu  (2.33) w spółczynniki a (j -f- 1, k) =  .. a =  ( j , k — 1/4 i roz
wiązanie z łatw ością o trzym ujem y m etodą iteracji. W yniki obliczeń dla 
rów nania (2.33) podano na ryc. 4.

A sym etria w rozkładzie linii p rądu  może być odniesiona do rozkładu 
w ia tru  w zdłuż osi y. Poniew aż w ydatek objętościow y jest znany, z ła t-

Ryc. 4. Izolin ie funkcji w yd atk ów  objętościow ych . L iczby w yrażają w ydatk i
w  m ilionach m3/sek

Fig. 4. Iso lin es of the function  o f vo lu m e transport. The num bers represent m illions
of cbm /sec

3 — O c e a n o lo g ia  n r  4



wością obliczymy -— oraz na podstaw ie rów nań (2.7) i 2.8). W pro

w adzając te w artości do rów nania (2.6) dochodzim y do prędkości prądu. 
P rądy  powierzchniowe, obliczone sposobem opisanym  powyżej, zobra
zowano na ryc. 5.

50 cm/s

Ryc. 5. P rądy pow ierzchniow e odpow iadające rozkładow i w iatru  z ryc. 4 
Fig. 5. Surface current corresponding to th e  w ind  pattern in  F ig. 4

Ja k  w ynika z ryc. 5, najw iększe w artości prędkości p rądu  (do 150 
cm/sek) obserw uje się w tej części akw enu, gdzie w ia try  są najw iększe. 
Ale duże prędkości p rąd u  nie mogą być odniesione ty lko do w iatru . N a
chylenie pow ierzchni w yw ołuje p rądy  do 70 cm/sek, o czym przeko-

Ryc. 6. P rędkość prądu w  zależności od głębokości 
w  punkcie o w spółrzędnych  x  — 120 km , y  =  20 km, 

na ryc. 5
Fig. 6. Current velocity  as a function  of depth at the 

poin t x  =  120 km , y = 2 0  km  in Fig. 5

nać się m ożna z danych w dolnej części ryc. 5. D la przedstaw ienia za
leżności prędkości p rądu  od głębokości w ybrano punkt o współrzędnych: 
x =  120 km  oraz y <== 20 km  (ryc. 6).



Pionow y rozkład prędkości w  tym  punkcie nie w ykazuje zależności 
od siły Coriolisa.

A by uzupełnić powyższą analizę należy podkreślić, że silne zaw iro
wania w iatru  w ystępujące w  stanie ustalonym  są zjaw iskiem  rzadkim  
w  przyrodzie, a podstaw ow ym  celem przedstaw ionego m odelu było zba
danie w pływ u dużych różnic prędkości w ia tru  na zjaw iska prądów  
w  m orzu.

6.2. Stała wartość naprężenia wiatru i niejednorodne dno

Załóżmy, że głębokość m orza zm ienia się wzdłuż osi x, w  postaci 
H =  2,5 • 10-4x  +  25 • 102 (cm), południow y w iatr zaś w ieje ze sta łą  
prędkością W =  Wy =  8 m /sek. Rów nanie (2.12) p rzy jm uje  postać:

rA'I< +  i » 5* _ L ™ W  ? y  =  i 5 H t  ,2 36)
H 5x Sy H 5x 8x 5x H Sx y

b xV
W tym  rów naniu  zachow aliśm y w yrażenie P — , aby wykazać, że

nie ty lko  zm iany param etru  Coriolisa, ale i zm iany głębokości akw enu 
mogą prowadzić do zw iększenia prędkości prądów  przy brzegach m or
skich (Neum ann 1958; G arner D.M. 1962). Stom m el (1948) w yjaśnił w zrost

5XP
prędkości przy zachodnich brzegach oceanów poprzez w yrażenie ,

ale z rów nania (2.36) w ynika, że w yrażenie to może być kom pensowane, 
kiedy:

< 2 - 3 7 >

Zatem  jeśli głębokość zm ienia się w  postaci funkcji wykładniczej H =

=  IIo e x p | ^ j ,  nie będziem y obserwować zwiększenia prędkości p rądu

przy  brzegach odniesionego do zm ian param etru  Coriolisa. W dalszych

rozw ażaniach p rzy jm ujem y (3 —  =  0 i rozpatrzym y asym etrię  przepły-
p x

w u związaną z niejednorodną głębokością.
Dodajmy, że w praw ej części rów nania (2.36) w ystępuje  człon w ym u

szający, zależny od wzajem nego oddziaływ ania naprężenia stycznego 
w ia tru  (ty) oraz nachylenia dna.

P rzystępując do rozw iązania rów nania (2.36) m etodą ite rac ji zapiszem y 
to rów nanie w  postaci różnic skończonych:



>i, (i,k) =  [ r + 4br(]’k)]'i, (i.i< +  i) +

+ [£=ff^]'pa-i,k) + [i=fM]V(jik_ 1,+
+  [£= f j Łl i ' 1,a +  i , k ) - 4 f r a k ) ,  (2.38)

gdzie: 

b (j, k) =
i  H ( j  +  l ,k )  — H (j —  l ,k )

H (j, k) 4
r  H (j +  1, k) H (j —  1, k)

(]’ '  H (j, k) 4

P /• % (j ,k )  H  (j - f - 1, k) —  H (j —  1, k)
F <J-k) -  HlIkT------------- 2lw---------'

Ja k  w iem y z uprzedniej dyskusji, zbieżność m etody ite rac ji zależy od 
współczynników przy  funkcji:

¥  (j, k +  1), ... V  (j — 1, k) • Jeśli a (i, k) =  b (j, k) =  0,

o trzym ujem y poprzednie w artości w spółczynników rów ne 1/4. W rów 
naniu  (2.38) trudności związane są ze współczynnikam i a (j, k), ponieważ

. r  +  a (j, k) . , , . . . , , . .
w yrażenie -------^ ----  może byc większe od 1, stąd  m e zawsze możemy

zapew nić zbieżność m etody iteracji.
N ajprostsze rozw iązanie tego zagadnienia polega na zam ianie wzoru 

sym etrycznego dla pierw szej pochodnej na w yrażenie asym etryczne:

5 ^ _ W ( j +  l , k ) - W ( j łk)
8x “  A s ’ (2'39)

5 V _ W ( j , k )  — V ( j _ l , k )
8x  “  A~s • (2‘40)

U w zględniając te  w yrażenia w rów naniu  (2.38) zm niejszym y dokład
ność obliczeń, co może być zrekom pensow ane zm niejszeniem  odległości 
m iędzy w ęzłam i siatk i num erycznego całkowania. W prow adzając w y ra 
żenie (2.39) do rów nania (2.38) otrzym ujem y:

k) =  8 r+  2 ( |q| +  k +  I) - (2r +  lb l b) +

+  W (j, k  —  1) • (2r +  |b | +  b) -f- W (j +  1, k) • (2r +  |a |  +  a) +

V (j - 1 ,  k , . (2r +  IaI -  a)] +  8r +  2 ^  +  | b |) F  (j, k). (2.41)



Obliczona na podstaw ie rów nania (2.41) funkcja  p rądu  została w y
kreślona na ryc. 7.

Poniew aż w m odelu tym  przyjęliśm y sta łą  prędkość w iatru , n iejedno
rodności w  rozkładzie funkcji p rądu  mogą być odniesione ty lko do na
chylenia dna.

Ryc. 7. Izolin ie funkcji w yd atk ów  objętościow ych  w  m orzu z n iejednorodną g łęb o 
kością. L iczby na rycin ie w yrażają w ydatk i w  m in m 3/sek  

Fig. 7. Iso lines of the function  of vo lum e transport in, a sea w ith  non-u n iform  
depth. The num bers represent m illions of cbm /sec

Stosując dalej p rzy ję tą  poprzednio m etodę, obliczamy prędkości p rądu  
powierzchniowego ryc. 8). Zwiększone prędkości p rądu  zaobserwow ano 
przy południow ym  brzegu morza.

75 cm/S
R yc. 8. R ozkład prądu pow ierzchniow ego odpow iadający rozkładow i w iatru  z ryc. 7 

Fig. 8. Surface current corresponding to the w ind  pattern  in  Fig. 7



Porów nując ryc. 7 i 8 widzim y, że zarów no prąd  powierzchniow y, jak  
i k ierunek  w ydatku  masowego mogą się znacznie różnić w  obrębie oma
wianego obszaru. To zjaw isko w ypływ a z szybkiej zm iany k ierunku  p rą-

Ryc. 9. Z ależność prędkości prądu od głębokości 
w  punkcie ze w spółrzędnym i x  =  120 km, y =  20 km, 

na ryc. 8
Fig. 9. C urrent velocity  as a function  of depth at the  

point x  =  120 km, y =  20 km  in  Fig. 8

du z głębokością, jak  to w idać na ryc. 9 (punkt ze w spółrzędnym i x =  
=  120 km, y =  20 km  na ryc. 7 i 8).

6.3. Stała głębokość, silne zawirowania wiatru oraz obecność wyspy

R ozpatrzym y model p rzy ję ty  w  podrozdziale: S tała głębokość oraz sil
ne zaw irow anie w ia tru , w prow adzając dodatkow o w yspę (ryc. 10, 11). 
Obszar całkow ania nie jest już jednospójny i rozw iązanie rów nania (2.28) 
przy jm uje  postać:

^  =  VF0 +  Ci (2.42)

S tała Ci może być znaleziona z rów nania (2.23):

f  £ £  (*•+ c. 'p*)ds- <2-43> ri r .

W yniki obliczeń funkcji p rądu  są przedstaw ione na ryc. 10.
Przep ływ  zachow uje się podobnie jak  na ryc. 4, a w yspa w prow adza 

tylko lokalne zm iany w ogólnym  obrazie. Szczególnie ciekaw y w ydaje 
się „ślad” za w yspą. Zm iany w kształcie linii jednakow ych w ydatków  
masowych w pływ ają na zm iany w k ierunku  i prędkości powierzchnio
wego prądu  wokół wyspy (ryc. 11).

N iew ielkim  zm ianom  ulega też rozkład pionowy prądu, jak  to m ożna 
zaobserwować na ryc. 12.



Ryc. 10. Izolin ie funkcji w ydatków  objętościow ych  w  m orzu z w yspą. L iczby na 
rycin ie  w yrażone są w  m in ms/sek  

Fig. 10. Iso lines o f the fun ction  of vo lum e transport in  a sea w ith  an island. 
T he num bers represent m illions of cbm /sec

R yc. 11. Rozkład prądów  pow ierzchniow ych  
Fig. 11. Surface current in  a sea w ith  an island. W ind pattern and depth as Fig. 4

W pływ wyspy zaobserw ow any powyżej w ydaje się potw ierdzać hipo
tezę Stockm ana (1966) o specjalnych rodzajach przepływ ów , k tó re  m ają 
m iejsce w  pobliżu wysp.



R yc. 12. Z ależność prędkości prądu od głębokości 
w  punkcie ze w spółrzędnym i x  =  120 km, y =  20 km  

na ryc. 11
F ig. 12. C urrent velocity  as a function  of depth at the  

p oint x  =  120 km, y =  20 km  in Fig. 11

7. USTALONE PRĄDY W IATROW E W MORZU BAŁTYCKIM

Z ajm iem y się teraz  bardziej realistycznym  przypadkiem  i obliczymy 
rozkład prądów  w  południow ym  i środkow ym  B ałtyku  (odrzucając Za
tokę Botnicką). P rzy jm ując  jako w ym iary  „oczek” siatk i num erycznych

Ryc. 13. Izołinie funkcji w ydatków  objętościow ych  dla M orza B ałtyck iego, w iatr W  
10 m /sek . L iczby na rycin ie w yrażone są w  m in m3/sek  

Fig. 13. Iisolines of th e  function  of volum e transport in  the B altic , w in d  W 
10 m /sec. The num bers represent m ilions of cbm /sec



obliczeń 20 km  uw zględniam y dwie w yspy w  akw enie bałtyckim : 
B ornholm  (B) i G otland (G) (ryc. 13). Przeanalizow ano dwa przypadki. 
W pierw szym  założono s ta ły  w ia tr zachodni — W 10 m /sek, w  drugim  
zaś północny —  N 10 m /sek. W obu przypadkach w praw ej części rów 
nania (2 .12) w ystępują  ty lko w yrażenia związane ze w zajem nym  oddzia
ływ aniem  stycznego naprężenia w ia tru  i nachylenia dna.

Rozwiązanie dla funkcji p rądu  w ydatku masowego jest sum ą trzech 
wyrażeń:

^  +  Cl % +  c 2 W2. (2.44)
Rozwiązując dwa rów nania liniowe (rów nania 2.23) otrzym am y stałe
c i i c y .

Zasadnicza różnica m iędzy rozw iązaniem  (2.44) a rozw iązaniem  otrzy
m anym  w podrozdziale. N iektóre uproszczone modele nie w ynikają ty lko 
z obecności drugiej w yspy na w ybranym  akw enie, ale przede w szyst
kim  z bardziej urozm aiconego nachylenia dna. N achylenie dna w  B ał
tyku  zm ienia się od w artości dodatnich do ujem nych i we w zajem nym  
oddziaływ aniu z naprężeniem  stycznym  w iatru  daje skom plikow aną po
stać rozw iązania dla funkcji prądu.

W pierw szym  przypadku, kiedy w iatr jest z k ierunku  zachodniego, 
obraz funkcji p rądu  w yprow adzony na podstaw ie rów nania (2.12) przed
staw iony jest na ryc. 13.

Człon w zajem nego oddziaływ ania w  rów naniu  (2.12) m a postać:
6H 1 * , i . . , . J Hrx ’ , a zatem  znak tego w yrażenia zalezy od ^—.

Analizując głębokość B ałtyku  widzimy, że rośnie ona w pobliżu w y-
5H

spy Gotland, gdzie osiąga m aksim um , tu ta j też =  0 i stąd  tw orzą się

dwa układy  prądów  (ryc. 13), w  których ruch  odbywa się w przeciw 
nych kierunkach. W północnej części m orza ruch  odbywa się w  k ierunku  
zgodnym  z ruchem  wskazówek zegara, w części południow ej zaś w  k ie
runku  odw rotnym . Niewielkie w iry  (np. w Zatoce Fińskiej) są związane 
z lokalnym i zm ianam i nachylenia dna.

W ykorzystując obliczone w artości funkcji w ydatków  masowych, z ła t
wością otrzym am y rozkład prądów  pow ierzchniow ych (ryc. 14).



R yc. 14. P rądy pow ierzchniow e, w iatr W 10 m /sek  
Fig. 14. Su rface  currents, w ind w  10 m /sec

Na przew ażającym  obszarze m orza prędkości p rądu  powierzchniowego 
w ystępują  w  przedziale od 10 do 20 cm/sek. Jedyn ie  w  okolicy wyspy 
Bornholm  m ają  one większą am plitudę i osiągają w artości 50—40 cm/sek. 
W tym  m iejscu zauw aża się również zm ianę k ierunku  prądu  od ogólnej 
cyrkulacji.

Pionow y rozkład p rądu  obrazuje ryc. 15 (punkty  1, 2, 3 na ryc. 14).
W punk tach  1 i 2 zachodzi silna transform acja  prądu. Praw dopodob

nie w yw ołane jest to różnicą w przebiegu dwóch składow ych prądu  
(prąd w yw ołany naprężeniem  stycznym  zanika szybciej z głębokością 
niż p rąd  zw iązany z nachyleniem  pow ierzchni morza). W punkcie 3, 
gdzie głębokość jest nieznaczna (40 m), k ierunek  p rądu  nie zm ienia się 
od pow ierzchni do dna.

W ykonano rów nież obliczenia dla drugiego przypadku. P rzy  w ietrze 
N 10 m /sek naprężenie styczne w ia tru  w ystępuje  we w zajem nym  od

działyw aniu E—W składow ej nachylenia dna O bserw ujem y znów

dwa duże układy  prądów  (ryc. 16) jeden  w południow ej części akw enu 
w iru jący  zgodnie z ruchem  wskazówek zegara, d rugi w części zachodniej 
w iru jący  w k ierunku  przeciw nym .



Ryc. 16. Izolin ie funkcji w yd atk ów  objętościow ych  dla M orza B ałtyck iego, w iatr N 
10 m /sek . L iczby na rycin ie  w yrażone są w  m in m 3/sek  

Fig. 16. Iso lines of th e  fu nction  of vo lum e transport for the E altic, w in d  N  
10 m /sec. N um bers rep resen t m illions of cbm /sec

Fig. 15. C urrent as a function  of depth at point 1, 2 and 3 in  Fig. 14

R yc. 15. P rędkość prądu w  zależności od głębokości 
w  punktach 1, 2 oraz 3 na ryc. 14



P rzepływ  wokół Bornholm u i w  Zatoce Fińskiej odbiega od ogólnego 
obrazu i jak  poprzednio zjaw isko to wyw ołane jest lokalnym  nachyle
niem  dna.

P rąd  powierzchniow y, odpow iadający powyższym  obliczeniom w y
datku, przedstaw iono na ryc. 17. Prędkości p rąd u  są podobne jak  w po
przednim  przypadku 10— 20 cm/sek, a w  basenie Bornholm skim  5— 50 
cm/sek. i

NRD

STOCKHOLM

Z S R R

25 cm /sek

POLSKA

R yc. 17. P rądy pow ierzchniow e, w iatr N 10 m /sek  
Fig. 17. S urface currents, w in d  N  10 m /sec

Jak  w ynika z ryc. 13 i 16, charak te r przepływ ów  wokół Bornholm u 
w skazuje na odchylenia od ogólnego obrazu cy rku lacji m as w odnych 
w południow ym  i środkow ym  B ałtyku, toteż otrzym ane rezu lta ty  nu 
m eryczne należy analizować ostrożnie, gdyż w ym iary  „oczek” siatk i 
(20 km) są zbliżone do w ym iarów  tej wyspy. S tąd  num eryczna ocena 
całek (2.45) może w prow adzić znaczny błąd.

W celu uzupełnienia powyższego opisu przedstaw iono na ryc. 18 
(punkt 1, 2 na ryc. 17) rozkład pionowy prędkości prądu.

Podobnie jak  poprzednio p rąd  ulega znacznej transform acji z głębo
kością. Aby w yjaśnić to zjawisko, rozdzielam y p rąd  na dwie składowe: 
zależną od naprężenia stycznego w ia tru  (vr) i zależną od nachylenia po-



prędkość prądu [cm/s] prędkość prądu [cm/s]
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Ryc. 18. P rędkość prądu w  za leżności od g łęb o
kości w  punktach 1 oraz 2 na ryc. 17 

Fig. 18. Current as a function  o f depth at the 
points 1 and 2 in Fig. 17

w ierzchni m orza (vs). W artości bezwzględne tych  składow ych przedsta
wiono na ryc. 19.

O bserw ujem y tutaj  ważne zjaw isko teorii Ekm ana —  istnienie dwóch 
w arstw  przyściennych; jedna dla składow ej vr przy  pow ierzchni oraz 
druga dla składow ej vs przy  dnie. W teorii Ekm ana w arstw a przyścien
na zw iązana jest z głębokością tarcia  (D), gdzie:

D =  (2.46)

Ponieważ głębokości (H) w ynoszą 110 m w  punkcie 1 oraz 165 m  w punk 
cie 2, a prędkość w ia tru  10 m /sek, m ożem y zastosować w yrażenie (2.25) 
dla określenia w spółczynnika lepkości burzliw ej k. W ten  sposób o trzy
m am y D ^  97 m; na tej głębokości ur praktycznie rów na jest 0 (ryc. 19).

W arstw a przyścienna w pobliżu dna, od której zależy składow a vs, 
może być scharakteryzow ana tarciem  przydennym . Aby znaleźć głę
bokość tarcia  p rzy  dnie za pomocą w yrażenia (2.46) należy znać w artość 
k, k tó ra  z kolei zależy od w iatru.

Prędkość w ia tru  określam y z em pirycznej relacji (Ekm an 1905, Fel-



wortoić bezwzględna prędkości prądu f cm/s 1

Ryc. 19. W artości bezw zględne pręd
kości prądu w  zależności od g łębo
kości w  punktach 1 oraz 2 na ryc. 17 
Fig. 19. A bsolute va lu es o f current 
speed as a fu nction  of depth at

points 1 and 2 in  Fig. 17

zenbaum  1960) m iędzy prędkością p rądu  powierzchniowego v i p ręd 
kością w ia tru  nad m orzem  (W):

W yobraźm y sobie, że składow a prądu  związana z nachyleniem  po
w ierzchni m orza (ryc. 19) jest w yw ołana w iatrem  w iejącym  przy  dnie 
zbiornika, a pow ierzchnia m orza p rzy jm uje  rolę dna. Przez takie odwró
cenie ryc. 19 w artość p rądu  „powierzchniow ego” w  punkcie 1 wynosi 
7 cm/sek, stosując wzór (2.47) o trzym ujem y prędkość w ia tru  W =  4,7 
m/sek, a głębokość tarc ia  (w yrażenie 2.46) wynosi D =  45 m. W punk
cie 2 w artość p rądy  „powierzchniowego” rów na się 5 cm/sek, co odpo
wiada głębokości tarc ia  D =  32 m. Powyższe w artości głębokości tarc ia  
są zgodne z biegiem  składow ych vs na ryc. 19.

8. USTALONE PRĄDY W IATROW E ZATOKI GD AŃ SKIEJ

Zatoka G dańska, m im o że stanow i w yraźnie w yodrębnioną zarysem  
linii brzegow ej część B ałtyku  i posiada charakterystyczne dla niej w a
runk i hydrologiczne, nie może być uw ażana w obliczeniach prądów  w ia
trow ych za niezależną część basenu z powodu silnej w ym iany wód 
z o tw artym  m orzem. P rądy  w Zatoce są w znacznym  stopniu  kon tynu
acją zjaw isk zachodzących w południow ym  B ałtyku. W obliczeniach da
lej przedstaw ionych p rądy  otw artego akw enu zostały wprowadzone do

(2.47)



rów nań jako w arunk i graniczne na linii Rozewie — Taran. Oczywiste 
jest, że p rzy  obliczeniach prądów  dla w ia tru  S w  Zatoce jako w arunk i 
graniczne uw zględniano p rądy  pow stałe podczas działania tego samego 
w iatru  nad południow ym  Bałtykiem .

Tę sam ą zasadę zastosowano dla pozostałych k ierunków  w iatru . Obli
czenia w ykonano za pomocą sia tk i obliczeń num erycznych przedstaw io
nej na ryc. 20. P rądy  w Zatoce ujęto  za pomocą dwóch rodzajów  map.

Ryc. 20. S iatka obliczeń num erycznych  ustalonych  prądów  w iatrow ych  dla Zatoki
G dańskiej

Fig. 20. Grid system  covering G dańsk B ay

M apy funkcji w ydatków  objętościow ych przedstaw iają wskaźnikowo 
średnią prędkość p rądu  od pow ierzchni do dna. Liczby p rzy  izoliniach 
funkcji w ydatków  objętościow ych w yrażone są w  101 m 3/sek.

Poprzednio na tego rodzaju  m apach dla B ałtyku  rozróżniano dodatnie
i u jem ne znaki funkcji w ydatków  objętościow ych w  zależności od kie
runku  cyrkulacji. Na m apach Zatoki G dańskiej podano bezwzględne 
w artości tej funkcji, zaznaczając tylko w legendzie k ierunek  cyrkulacji
d la danego w iatru . W ykorzystano w tym  w ypadku sym etrię  uk ładu  dla 
w iatrów  różniących się o 180°, zam ieszczając na jednej m apie cyrku
lację dla w iatrów  W i E (ryc. 21) oraz na drugiej dla w iatrów  N i S 
(ryc. 22).

Opisane m apy mogą być in terp re tow ane jako średnie k ierunk i p rą 
dów w skazujące główne tendencje przem ieszczania m as wodnych. M apy 
prądów  pow ierzchniow ych opracow ano oddzielnie dla czterech podsta-



R yc. 21. Z atoka Gdańska. Izolin ie fu n k cji w yd atk ów  m asow ych  
F i g. 21. G dańsk B ay. Isolines of the vertica lly  in tegrated  horizontal m ass transport

R yc. 22. Zatoka G dańska. Izolin ie funkcji w yd atk ów  m asow ych  
Fig. 22. G dańsk B ay. Isolines of the vertica lly  in tegrated  horizontal m ass transport

wowych k ierunków  w iatru , charak teryzu jąc p rądy  za pomocą w ekto
rów. Ze w zględu na m ałą skalę m ap w ektory  nanoszono co drugą liczbą 
porządkow ą przy ję te j siatk i obliczeń num erycznych. Spowodowało to



nieznaczną schem atyzację sy tuacji prądow ej, co szczególnie widoczne jest 
w m iejscach zawirow ań. Na m apach podano liniową podziałkę prędkości 
prądów . Przytoczym y teraz bardziej szczegółowy opis sy tuacji cy rku la- 
cyjnych. W iatry  zachodnie w yw ołują p rądy  powierzchniow e (ryc. 23),

Ryc. 23. Zatoka Gdańska. Prądy pow ierzchniow e, w iatr W 10 m /sek  
Fig. 23. G dańsk Bay. Surface currents, w in d  W 10 m /sec

które charak te ryzu ją  się zaw irow aniem  w cen tralnej części Zatoki po
w odującym  skierow anie prądów  na granicy o tw arte j pod w iatr, a na
stępnie w yprow adzenie z Zatoki w ektoram i ułożonym i rów nolegle 
wzdłuż M ierzei W iślanej. P rądy  w yprow adzające wody z Zatoki w ystę
pują  jednak  w dość dużej odległości od brzegu. M iędzy brzegiem  a p rą 
dem  w yprow adzającym  położona jest strefa , gdzie w ektory  prądów  
uk ładają  się zgodnie z w iatrem  i k ierunkiem  działania siły Coriolisa. 
W prow adzenie wód do Zatoki odbywa się na dużym  obszarze części 
cen tralnej i zachodniej akw enu.

Należy podkreślić, że s tre fa  p rądu  w yprow adzającego z Zatoki na 
w szystkich m apach prądów  powierzchniow ych charak teryzu je  się zabu
rzeniam i w skazującym i w pływ  ogólnej cyrkulacji na p rądy  pow ierzch
niowe. D rugą stre fą  zaburzeń regularnego przebiegu w ektorów  są obsza
ry  położone p rzy  końcu Półw yspu Helskiego po jego w ew nętrznej s tro 
nie, w  m niejszym  stopniu w zdłuż brzegu półw yspu od strony  pełnego 
m orza. Zaw irow ania po w ew nętrznej stronie półw yspu są bardzo silne. 
W m iejscu tym  w ystępu ją  m aksym alne szybkości prądów .

4 — O c e a n o lo g ia  n r  4



Izolinie funkcji w ydatków  objętościow ych w ykazują jednolitą cy rku 
lację dla całej Zatoki skierow aną przeciw nie do ruchu  wskazów ek zega
ra. Skupienie izolinii m ożna zaobserwować w rejonie przekopu W isły 
oraz po w ew nętrznej stron ie  Półw yspu Helskiego. W tych m iejscach 
p rądy  posiadają najw iększe w ydatki. W rejonie T rójm iasta w ydatki obję
tościowe posiadają k ierunek  w yprow adzający wody z Zatoki Puckiej do 
wschodniej części Zatoki Gdańskiej.

P rądy  pow ierzchniow e przy w iatrach  wschodnich (ryc. 24) uk ładają 
się zgodnie z zasadą sym etrii stanow iącą szczególną cechę ustalonych 
prądów  w iatrow ych.

R yc. 24. Zatoka Gdańska. Prądy pow ierzchniow e, w iatr E 10 m /sek  
Fig. 24. Gdańsk) B ay. Surface currents, w ind  E 10 m /sec

W części cen tralnej Zatoki G dańskiej w ystępu ją  podobne zaw irow ania 
jak  przy w ia trach  zachodnich o odwróconym  kierunku. W pew nej od
ległości od brzegu —  wzdłuż M ierzei W iślanej —  w ystępu je  p rąd  w pro
w adzający wody do Zatoki. W yprow adzenie wód w części cen tralnej Za
toki i wzdłuż zew nętrznej kraw ędzi Półw yspu Helskiego nie jest tak  
skupione i odbywa się na dużym  obszarze. Zaw irow ania w ystępu ją  przy 
końcu Półw yspu Helskiego łącznie z prądam i układającym i się wzdłuż 
półw yspu po jego zew nętrznej stronie. Przebieg izolinii funkcj i  w ydat
ków objętościowych w ykazuje dla całej Zatoki jednolitą  cyrkulację, zgo
dną z ruchem  wskazówek zegara. M iejsca zbieżności izolinii są iden ty 
czne jak  dla w ia trów  zachodnich. Średnia prędkość prądów  pow ierzch
niowych dla w ia trów  W i E w centralnej części Zatoki wynosi około



15 cm/sek. Dla porów nania obliczymy prędkość p rądu  w edług stosow a
nego powszechnie w zoru empirycznego:

V =  1,5 W (2.48)

V =  1,5 • 10 =  15 cm/sek,

gdzie: V — prędkość p rądu  w cm/sek, W —  prędkość w ia tru  w m /sek.
Obliczenia wzorem  em pirycznym  i p rzy ję tym  m odelem  hydrodynam i

cznym  w ykazują w yniki identyczne w tych  m iejscach Zatoki, gdzie na 
prędkość prądów  nie w pływ a bezpośrednio ekspozycja brzegów. W iatry  
północne pow odują układ prądów  powierzchniow ych (ryc. 25) w ykazu-

Ryc. 25. Zatoka G dańska. P rądy pow ierzchniow e, w iatr N  10 m /sek  
Fig. 25. G dańsk Bay. S urface currents, wind: N  10 m /sec

jący w  zasadzie jednolitą sy tuację  dla całej Zatoki G dańskiej z w y ją t
kiem  w ew nętrznej strony  cypla Półw yspu Helskiego, gdzie w ystępują  
silne zawirow ania. Miejsca, w  k tórych  w ystępow ały duże oddziaływ ania 
w ydatków  objętościowych, przy  w iatrach  W i E, w ykazują rów nież od
chylenia od o rien tacji w ektorów  prądu  w centralnej części Zatoki, ale 
odchylenia te  są lokalne i nie zm ieniają ogólnego obrazu prądów , k tó re  
są zgodne z k ierunkiem  w iatru  i siłą Coriolisa.

Izolinie funkcj i  w ydatków  objętościowych m ają  przebieg bardziej 
skom plikow any od poprzedniego, opisanego dla w iatrów  W i E. W czę
ści cen tralnej Zatoki cyrkulacja  jest przeciw na ruchow i zegara, a w  czę
ści wschodniej Zatoki cyrkulacja  wzdłuż brzegu jest zgodna z tym  ru 



chem. Podobna cyrkulacja  — zgodna z ruchem  wskazów ek zegara — 
w ystępuje wzdłuż w ew nętrznej kraw ędzi Półw yspu Helskiego. W Zato
ce wyróżnić więc m ożna trzy  odrębne układy  cyrkulacyjne. In te resu ją 
ce jest, że granica pom iędzy tym i układam i we w schodniej części Zatoki 
odpowiada zaburzeniom  w przebiegu prądów  pow ierzchniow ych, k tóre 
w tym  rejonie m ożna zaobserwować przy w szystkich k ierunkach  w iatru. 
Je s t to niew ątpliw ie spowodowane w zajem nym  oddziaływ aniem  napręże
nia stycznego w ia tru  oraz nachylenia dna (patrz praw a strona rów nania 
2.12). W rejonie T rójm iasta p rądy  gradientow e powodują przem ieszczania 
mas w odnych w zdłuż brzegu w rejon  wschodni Zatoki. Funkcje  w y d a t
ków objętościow ych w yrażone w  104 m 3/sek są w  tym  w ypadku przeszło 
czterokro tn ie m niejsze w cen tralnej części Zatoki od funkcj i  obliczonych 
dla w iatrów  W i E. W iatry  południow e odw racają w ektory  północnych 
prądów  pow ierzchniow ych o 180° (ryc. 26). Przebieg prądów  o powierzch-

Ryc. 26. Zatoka Gdańska. Prądy pow ierzchniow e, w iatr S 10 m /sek  
Fig. 26. G dańsk Bay. S urface currents, w in d  S 10 m /sec

niowych pozostaje więc w zasadzie jednolity  dla całego akw enu z w yka
zanym i przy prądach  północnych m iejscam i zaw irow ania i w pływ u w y
datków  objętościowych. Izolinie funkcji w ydatków  objętościow ych w y
kazują rów nież opisaną powyżej sym etrię. W rejonie T rójm iasta w ydat
ki są skierow ane wzdłuż brzegu do Zatoki Puckiej. Ś rednie prędkości 
prądów  w cen tralnej części Zatoki dla w iatrów  N i S wynoszą około 
13 cm/sek.



9. NIEKTÓRE ZAGADNIENIA MATEMATYCZNE 
ZW IĄZANE Z RÓWNANIEM W YDATKÓW  OBJĘTOŚCIOW YCH 

DLA USTALONYCH PRĄDÓW  WIATROWYCH

Pew ne szczegóły dotyczące stosow anych m etod rozw iązań oraz ich 
dokładności celowo były  pom ijane w  trakcie poprzedniego w ykładu, aby 
kw estie fizyczne nie były  zaciem niane przez zbyt skom plikow ane roz
w ażania m atem atyczne.

Rozpatrzm y rów nanie w ydatków  objętościowych (2.12), k tóre zapisze
m y teraz w  postaci:

L W  =  rAty +  a (x, y) +  b (x, y) ^  =  c (x, y), (2.49)

gdzie: r  >  0, a, b, c —  dane i ciągłe funkcje  w  obszarze dom kniętym

D, przy czym D =  ( 0 ^ x ^ l , ;  0 ^ y = S C l 2}. W obszarze D w prow a
dzim y siatkę obliczeń num erycznych o kroku h. W ten  sposób o trzym a

m y dom knięty obszar siatkow y Dh =  {x3- =  jh; yk =  kh}.

G ranicę obszaru D oznaczym y jako T, a granicę obszaru siatkowego 

Dh oznaczym y Th. Funkcja  ty jest znana na granicy i rów na ty |T  =  0.
W prow adzim y teraz związek m iędzy postacią różniczkową i różnicową 

pierw szych i drugich pochodnych funkcj i  ty.
W prow adzając szereg Taylora dla dowolnych węzłów siatk i j oraz 

j +  1 m ożem y zapisać różnicę przednią:

ty (j +  1, k) ty(j ,k)  =  | ^ h + | ^ ^ -  +  | j - ^  (2.50)

oraz dla węzłów j —  1, j różnicę wsteczną:

„ Sty S2ty h2 h 3 8®ty
(m d

Różnicom tym  odpow iadają trzy  typy  pochodnych:

a) przednia:

... __ ty (j +  1, k) —  ty(j, k) Sty , 52ty h , h2 S3ty 
Px h 5x Sx2 2 +  3! Sx3 ’ ( '

b) wsteczna:

x. _  ty (j, k) —  ty (j —  1, k) Sty _  Ŝ ty h ,  _h^ 8 t̂y 
h Sx Sx2 2 3! Sx3 ’ (2.53)

/



W w yrażeniach (2.51 —  2.55) kresk i nad pochodnym i oznaczają w arto
ści pochodnych w pew nym  w ew nętrznym  punkcie odcinka j, j +  1. A na
logiczne wzory mogą być zapisane dla pochodnych względem  zm iennej 
niezależnej y.

Dla dowolnego w ew nętrznego węzła obszaru Dh zapiszem y teraz rów 
nanie różnicowe odpowiadające rów naniu  różniczkow em u (2.49); w ten  
sposób, aby dobierając odpowiednio wsteczną lub przednią pochodną w 
zależności od znaku w spółczynników  a i b zapew nić zbieżność procesów 
iteracji:

Lh''!' =  r  (tyx~ +  ^yy) "+■ a +^ x +  a ip- -f- b+ipy -}- b  ty- =  Ch. (2.56) 

Z w arunkiem  brzegow ym  | =  0, (2.57)

gdzie:

■ _  a +  | a | —_a |a |
a ~  2  a _  2  ’

(2,58)
h+ _  b+  lbl u =  b~  lbl

2 2

U stanow im y teraz  tw ierdzenie, k tó re  określa związek rów nania (2.56) 
i (2.49).

T w i e r d z e n i e  1
Niechaj xp będzie funkcją  posiadającą pochodne —  włącznie do trze

ciej pochodnej — względem  x oraz y w  obszarze D, wówczas Lhip -> LiJj 
pod w arunkiem , że h ->  0.

D o w ó d
Podstaw m y do rów nania (2.56) w yrażenia (2.50— 2.55), w  rezultacie 

otrzym am y:

(2.55)

D rugą pochodną otrzym am y odejm ując w yrażenie (2.51) od (2.50):

(2.54)

c) centralna:
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3 \8x 2 8x2 3! 8x3j  r [8x2 3! \8y3 8x3j J

/8ty m  +
^  \8y 2 8y2 +  3! 8y3 / +

-  /5ip h  82i|> h 2 P ty \

+  \8y ~  _2 8y2 +  2 S y3) -

. rh  /P ty  Pty~ bhp 5*jjT\

3! \8x3 8y3 8x3 8y3j

+  ‘| (lal | ^ +  l'bl |^)= L 'li,+  Rh’ (2-59)
gdzie: R — wielkość ograniczona i niezależna od h.

A zatem: |L ty—  Lhty| =S^Rh, (2.60)

stąd  otrzym ujem y L hty -> Lty, kiedy h  0.

Zauw ażym y też, jak  —  w ynika to z w yrażenia (2.60) — rząd apro
ksym acji rów nania różniczkowego za pomocą rów nania różnicowego jest 
proporcjonalny do h.

P rzejdźm y teraz z kolei do pew nych zagadnień związanych z rozw ią
zaniem  num erycznym  rów nania (2.56).

Rów nanie (2.56) zapisane w  obszarze siatkow ym  przedstaw ia układ ró 
w nań liniowych:

tyk =  akj tyj +  bk (2.61)

gdzie: akj — m acierz współczynników.
Rozwiązując rów nanie (2.61) m etodą ite rac ji możemy zapisać:

tyk(m) =  akj tyj<*-» +  b k (2.62)

lub w postaci procesu Seidla:
k—1 q

tyk (m ) =  £  a k j  ^ ( m )  +  £  3 k j  +  bfe) (2  6 3 )

3=1 j=k

gdzie: m  — num er kolejnej iteracji.
W ykażem y teraz zbieżność procesów iteracy jnych  (2.62) i (2.63), tzn.

wykażemy, że przy m -> 00 , -> ipk(m) gdzie tyk — rozwiązanie dokładne 
zagadnienia sform ułow anego rów naniam i (2.56, 2.57).



W prow adzim y różnice m  —  tego przybliżenia v k(m) =  — tyk(m). 
Oczywiste jest, że i>k<m> spełn iają rów nania jednorodne (2.62) i (2.63). 
P rzy jm iem y definicję norm y w ektora w  postaci:

Hi>k(m)|| =  M̂ x | ,uk(m) | , norm y m acierzy zaś:

||a ,.|| =  Max £  |ay |= M ..
1 = 1

Poza tym  założymy, że:

Mk xl V ° ) | =  A <  oo. (2.64)
P rzedysku tu jem y na jp ie rw  proces ite rac ji w yrażony rów naniem  (2.62), 
m am y tu ta j:

Dk(m) =  akj uk(m-i) (2.65)

lub w prow adzając norm ę:

K (m)ll <  llakjll • <  ^mA,

stąd  w arunek  zaniku różnicy

lim llDk(m>|| ^  lim  nm (2.66)
m  — > oo m  — > oo

spełniony jest przy i-t <  1.
Dla rów nania (2.63) zapiszemy:

lltyk(m)H <  ł*i lltyk(m)ll +  i* lltyk(m_1)ll, (2.67)

gdzie:

k—1 

1=1

^ Mka x j > k i i .
l=k

Uwzględniając (2.67) otrzym am y:

lltyk(m)ll IN’k<m_1)ll ' A- (2-68)1 —  —  M-1 /

A zatem  zbieżność ite rac ji przedstaw ionej rów naniem  (2.68) zachodzi 
przy:

Hi -(- |x2 <C. 1 .

D okładniejsze sprecyzow anie założeń odnośnie do współczynników n-i, 
u2 i (o. zaw arte jest w pracy  Faddeevej (1959).



A nalizując bardziej szczegółowo rów nanie (2.56) w  postaci rozw inię
tej (2.59) stw ierdzam y, że przy dużym  kroku siatk i (h) aproksym uje ono 
nie ty le  rów nanie (2.49), co rów nanie różniczkowe następującej postaci:

( r A + t |a| 5 ^  +  | i b i ^ ) ^ + a S + b ^ ^ c(x’ y)- (2 -69)

A zatem  w rów naniu  (2.69) oprócz współczynnika lepkości r  zjaw ia się 
dodatkow y współczynnik lepkości związany z num eryczną aproksym a
cją rów nania różniczkowego. Ten dodatkow y w spółczynnik jest głównie 
w ynikiem  tego, że poprzednio osiągnęliśm y pierw szy rząd aproksym acji, 
to znaczy że różnica (2.60) była proporcjonalna do h. G dybyśm y zwię
kszyli rząd aproksym acji, tak  aby różnica (2.60) była proporcjonalna do 
h 2 lub h 3, efekty  ,,tarc ia  num erycznego” zostałyby zniwelowane. P rzed 
staw im y teraz num eryczną aproksym ację rów nania (2.49) zapropono
w aną przez Iljina  (1969), kiedy o trzym uje się drugi rząd aproksym acji. 
W tym  celu zapiszem y nasze rów nanie (2.56) w  postaci:

— Yityxx ~r WPyp +  +  b ty ~ =  C, (2.70)

a więc charak teryzu jące się drugim  rzędem  aproksym acji. Chodzi ty lko 
o sposób w ybrania współczynników Yi i Y2, tak  aby zapew nić tę w ła
sność.

Zauważm y, że przy stałych a, b i r  rów nanie (2.49) posiada proste 
rozwiązanie:

e x p ( ~  ^ ) e Xp( —  t ) -  (2'71)

P rzy jm ując  w tym  rozw iązaniu x =  jh  oraz y =  kh, a następnie w pro
wadzając to rozw iązanie do rów nania (2.70) otrzym ujem y:

3 h  . a h
Yi =  ^ - c t h —  (2.72)

oraz y2 =  - y  c th  . (2.73)

Iljin  (1969) wykazał, że tak  w ybrane współczynniki zapew niają, iż róż
nica | Lty —  Lłtyh | < R h 2.

10. NIEKTÓRE REZULTATY POMIARÓW  PRĄDÓW  
W MORZU BAŁTYCKIM

Obliczenia w ykonane w poprzednich paragrafach  dotyczyły prądów  
ustalonych. Je s t to rodzaj prądów , k tóre mogą interesow ać każdego; po



w stają  one w  w yniku całkowitego rozw oju danej sy tuacji hydrom ete
orologicznej. N iejasną ty lko pozostaje kw estia, jak  długo należy oczeki
wać na ustaloną sytuację? Odpowiedź na to pytan ie daje praca U usitalo 
(1962) dotycząca Zatoki Botnickiej. Ponieważ Morze Bałtyckie i Zatoka 
Botnicka są zbliżone w ym iaram i, m ożem y przyjąć rezu lta ty  Uusitalo, 
k tó ry  stw ierdził, że przy w ia trach  o prędkości 10 m /sek czas usta lan ia  
się prądów  wynosi 1— 2 dni.

W obecnej sytuacji, kiedy stan  techniczny naszego wyposażenia nie 
pozwala wykonać pom iarów  na znacznej przestrzeni obejm ującej cały 
akw en oraz w  dużych przedziałach czasowych, obliczenia num eryczne 
prądów  ustalonych dają jedyną możliwość całościowego objęcia z jaw i
ska prądów . Jednak  w ia try  w iejące nad m orzam i są czynnikiem  zm ien
nym  w czasie oraz n iejednorodnym  w przestrzeni, podobne własności 
m ają  też p rądy  generow ane przez w iatry . Zm ienność prądów  może być 
badana tylko za pomocą serii pom iarów  dostatecznie długich w czasie, 
tak, aby można było za pomocą m etody analizy widm owej wydzielić 
różnorodne składow e prądów . W B ałtyku  bowiem  oprócz prądów  zw ią
zanych z w iatrem  bardzo często w ystępują  p rądy  oscylacyjne w yw ołane 
falam i w ew nętrznym i. P rzy  tym  te p rądy  posiadają długie okresy, a ich 
wielkości zbliżone są do prądów  w iatrow ych, tak  że przy k ró tko trw a
łych pom iarach w ogóle nie jesteśm y w stanie ich odróżnić. Pom iary  
prądów  na B ałtyku  w ykonyw ane są od dłuższego czasu, n ieste ty  w w ie
lu w ypadkach były one zbyt krótkotrw ałe. K lasyczną już jest seria po
m iarow a G ustafsona i K ulenberga (1936), w ykazująca istnienie zm ian 
okresow ych bliskich do okresu wahadłowego.

W niniejszej dyskusji przedstaw ione zostaną n iektóre pom iary w y
konane na B ałtyku  podczas m iędzynarodow ej ekspedycji w  r. 1964. Na
sza dyskusja nie ma na celu przedstaw ienia wszystkich pom iarów, chce
m y raczej zasugerować czytelnikow i pew ne podejście do pom iarów  po
przez odpowiednie m etody analizy. Zaproponować m ożna dwie m eto
dy:

a) zastosowanie widm owej gęstości w przypadku ciągłych pom iarów 
w czasie,

b) zastosowanie rozkładów częstości w ystępow ania przy n ieregu lar
nych pom iarach w czasie lub zbyt k ró tk ich  seriach pom iarowych.

W r. 1964 (od 1 do 13 sierpnia) w ykonyw ano pom iary  oceanograficz
ne w kilku w ybranych punktach  na B ałtyku. P raw ie wszystkie państw a 
bałtyckie b rały  w  nich udział. Była to pierw sza próba m ająca na celu 
otrzym anie dokładnych inform acji dotyczących w arunków  hydrom ete
orologicznych w całym  akw enie. Dane z prądografów  zostały przeanali
zowane w  pracach au to ra  (1966, 1967a, 1967b). Omówimy najp ierw  da
ne uzyskane przez radziecki sta tek  badawczy „O kieanograf” na Głębi



G otlandzkiej cp =  57° 56'4 N, l  =  20° 20' E). P rądografy  BPW  —  Ale- 
ksiejew a były  zawieszone na głębokościach 5, 14, 40, 100 oraz 165 m. Re
jestrac ja  prądów  była dokonyw ana co 30 min. Na głębokości 165 m p rą 
dy nie w ykazują żadnych zm ian i m ają w artość 2— 3 cm/sek. Zajm iem y 
się najp ierw  określeniem  zmienności prądów ; w  tym  celu zgodnie z h i
potezą Reynoldsa przedstaw im y składowe prędkości w  postaci średnich

(u, v) oraz pulsacji (u ', v '):

u  =  u +  u ',
v  =  v +  v ',  (2.74)

gdzie u  — — J  udt,
o
T

v = 4 / vdt. (2.75)

W dalszych obliczeniach całki (2.75) zam ieniane będą sum am i. Obli
czenia w ykonano dla trzech odstępów czasowych między pom iaram i 
At =  0,5 g, 1 g, 3 g. Celem tego rodzaju  Obliczeń jest określenie charak-

Ryc. 27. R ozkład częstości w ystęp ow an ia  prędkości pulsacji v ' na różnych g łęb o 
kościach  dla okresu w yśredn ian ia  (A t) 0,5 godz.

Fig. 27. D istribution o f  re lative frequencies o f the north com ponent o f the velocity  
deviation  at d ifferen t depths w ith  an averaging period 0.5 h.
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Ryc. 28. Rozkład częstości w ystęp ow an ia  pu lsacji prędkości v' na głębokości 14 m  
dla różnych okresów  w yśrednian ia  

Fig. 28. D istribution  of re la tive  freąu en cies of th e  south  com ponent of the velocity  
deviation  a t a depth of 14 m for d ifferen t ayeraging periods

Podobne zależności mogą być zapisane dla składow ej u '. W ykonane 
obliczenia wskazują, że otrzym ane w artości C ornu są bardzo bliskie 
wielkości teoretycznej C =  1.57.

teru  składow ej pulsacyjnej. Rozkłady częstości składow ych u ' oraz 
v ' w ykazują podobieństwo do rozkładu norm alnego (ryc. 27, 28). Zgod
ność tych rozkładów  z rozkładem  norm alnym  zbadano za pomocą w yra
żenia Cornu (C):

gdzie:

(2.76)

(2.77 a) 

(2.77 b)



Ruch burzliw y, k tó ry  jest charakteryzow any składow ym i pulsacyjnym i, 
porów nam y teraz ze średnim  ruchem . W tym  celu porów nam y ov' oraz 
ou' ze średnią w ypadkow ą prędkością:

V =  j u 2 +  v 2
w w yniku czego o trzym ujem y wielkość zw aną intensyw nością burzli- 
wości:

I u ' = ^  V  =  ^ -  (2-78)

W ielkości te opisują względną intensyw ność burzliwości wzdłuż osi 
(x, y) układu, w  ten  sposób zaś o trzym ujem y kierunki, w zdłuż k tórych  
burzliwość jest większa lub m niejsza. Obliczenia Iu oraz Iv zamieszczone 
są w tab. 2. Dane te  w skazują na niezw ykły fakt, m ianowicie względna

T a b e l a  2

Okres uśredniania  
A veraging tim e  

G łębokość m  
D epth m

At == 0,5 At =  1 At =  3

lu Iv lu Iv lu Iv

5 1,1 1,0 1,2 1,8 1,1 1,0
14 2,5 2,4 2,2 2,1 2,5 2,4
40 1,8 1,2 1,9 1,3 2,2 1,6

100 1,9 2,6 4,0 5,2 4,5 5,2

intensyw ność burzliw ości nie jest najw iększa przy pow ierzchni akw enu.

Przebieg średnich składow ych u i v z głębokością przedstaw ia ryc. 29.
Zadem onstrujem y z kolei inną m etodę analizy na przykładzie tych  

sam ych danych. Obliczym y w idm ową gęstość prędkości prądów  na głę
bokościach 14 m, 40 m oraz 100 m. W ykorzystam y tu ta j w yrażenia za
mieszczone w podrozdziale: Estym acja n iektórych charak te rystyk  lo
sowych. Uzyskane w yniki zamieszczone zostały na ryc. 30. O bserw ujem y 
na niej charakterystyczne m aksim um  widm owej gęstości energii kine
tycznej zaw arte w  przedziale 10— 30 g. M aksim um  z okresem  około 
14.5 g jest niew ątpliw ie następstw em  w ystępow ania drgań z okresem  
wahadłow ym  (T). Okres ten  jest związany z param etrem  Coriolisa n a 
stępującą zależnością:

2k 2k
T =  —z- =  7.---- :-----• (2.79)f 2co sin cp

Typow a jest na ryc. 30 wielkość m aksim um  na poszczególnych głębo
kościach (14, 40, 100 m). W skazuje to na przekazyw anie energii od po-



prędkość prądu [cm/s]

Ryc. 29. Średnia  prędkość prądu w  
zależności od głębokości G łębi G ot- 

landzkiej
Fig. 29. M ean current velocities as 
a function  at the depth in th e  G ot- 

land D eep

Ryc. 30. W idm ow a gęstość prędkości 
prądu na G łębi G otlandzkiej 

Fig. 30. P ow er spectrum  of current 
velocity  at the D eep of G otland

w ierzchni m orza. Ogólnie m ożna wnioskować, że przebieg widm owej 
gęstości energii przedstaw iony na ryc. 30 uw arunkow any  jest zm ianam i 
okresow ym i prądu  leżącym i w  przedziale czasowym poniżej 30 g oraz 
zm ianam i długookresowym i, o k tó rych  niew iele m ożem y powiedzieć 
z powodu słabej selektyw ności d rgań  w przedziale powyżej 30 g.

W tym  sam ym  czasie, k iedy na Głębi G otlandzkiej s ta tek  „Okieano- 
g raf” w ykonyw ał przeanalizow ane powyżej pom iary, na Głębi Gdańskiej

Ryc. 31. P rędkość prądu na głębokości 80 m. (6— 12 V III 1964 r., G łębia Gdańska) 
Fig. 31. C urrent velocity  at a depth of 80 m (6— 12.VIII.1964, G dańsk Deep)

/



ekspedycja polska rejestrow ała  prędkość i k ierunek  p rądu  na głębokości 
80 m w odstępach 10-m inutow ych od godz. 23.00 dnia 6 V III do godz. 
22.00 dnia 12 V III 1964 r. W yniki pom iarów  naniesiono na ryc. 31 w  od
stępach 1-godzinnych. K rzyw a na tej rycinie łączy końce w ektorów  od
pow iadających obserw ow anym  w określonych m om entach czasu prądom . 
Bieg tej krzyw ej pow tarza się w  czasie. Obliczenia w idm owej gęstości 
w ykazują, że pow tarzalność w yw ołana jest tu ta j obecnością zm ian 
z okresem  wahadłowym .

11. PLANOW ANIE POMIARÓW  I EK SPED Y CJI 
OCEANOGRAFICZNYCH W CELU BADANIA PRĄDÓW  M ORSKICH

M etody obserw acji param etrów  dynam iki m orza polegają obecnie na 
jednoczesnych pom iarach przez s ta tk i badawcze lub pław y kotwiczone. 
P rzy  tego rodzaju  przedsięw zięciach pow staje oczywiste pytanie: jak ie  
pow inny być optym alne założenia dla częstości (ilości) obserw acji w 
czasie i przestrzeni. R ozpatrując ciągi danych obserw acyjnych z punk 
tu  w idzenia stochastyki m ożna nakreślić pew ne rozwiązanie, k tó re  w y
daje  się dalekie od uw zględnienia w szystkich potrzeb. P rzy  obserw a
cjach dyskretnych  w ykonanych z krokiem  czasowym At w arunki opty- 
m alności tego kroku w inny przede w szystkim  wypływ ać z najw iększej 
częstości d rgań w widm ie badanego procesu. W teorii łączności (radiowej) 
znane jest tw ierdzenie Kotielnikow a, k tó re  pozwala ocenić optym alny

krok czasowy w edług górnej częstości w idm a fm  =  — ;
2it

At =  ^ = ^ '  * “ » 

P rzy  tym  to tw ierdzenie zostało ustanow ione dla w idm a prążkowego, 
dla w idm a ciągłego zaś jes t ono przybliżone. W pom iarach dynam iki 
m orza przy  poszukiw aniu widm owej gęstości zjaw iska posiadającego 
okres pow tarzalności T0 m ożna zaproponować następującą zależność.

4 A t <  T0 <  ; (281)

gdzie: N — liczba obserw acji.
Z powyższego w yrażenia widzimy, że lew a strona nierówności, ogra

niczająca z dołu, jest zbliżona do w arunku  Kotielnikow a, ale praw a stro 
na jest tak  samo oczywista, gdyż w ypływ a z w arunków  dokładnego 
określenia widm owej gęstości om aw ianych w podrozdziale: Estym acja 
n iektórych charak te rystyk  losowych. P rzy  tym  n ietrudno  widzieć, że



dokładność określenia widm owej gęstości wynosi tu ta j 20— 25%. D odaj
m y też, że zazwyczaj jesteśm y zainteresow ani nie jednym  okresem  T0, 
poniew aż w widm ie badanego zjaw iska w ystępuje kilka okresów 
T ,< . . .<  Tn; dla tego przypadku nierówność (2.81) przepiszem y w po
staci:

4 A t < T ! < T 2^ . . .  < T n < ^ ^ .  (2.82)

12. PRĄDY GĘSTOSCIOW E W BAŁTYKU

P rądy  w  m orzach w ykazujących stra ty fikację  gęstościową przez wiele 
la t były obliczane za pomocą tzw. m etody dynam icznej zaproponow anej 
przez H elland-H ansena oraz Sandstram a. W ostatnich latach  rozw inęły 
się m etody obliczania prądów  na podstaw ie znanej z pom iarów  gęstości 
z zastosowaniem  rów nań hydrodynam iki; k ierunek  ten  reprezen tu je  
przede w szystkim  prof. S ark isjan  w  ZSRR (1966).

Ryc. 32. R ozkład gęstości (ot) na pow ierzchni w  m iesiącu  sierpniu  
Fig. 32. at —  d istribution  at the surface in  A ugust



Ryc. 33. R ozkład gęstośc i (crt) przy dnie w  m iesiącu  sierpniu  
Fig. 33. at — d istribution  at the bottom  in A ugust

Ogólnie rzecz biorąc, jeśli m am y rów nanie przepływ ów  geostroficz
nych w postaci:

5p
f v = g j ,  (2.83a)

,  Sp
fu =  — x8y

+?

(2.83b;

oraz rów nanie hydrostatyki:

Z z
P — /  eg dz =  — Qogl +  g J  Q dz, (2.84)

gdzie gęstość Q jest funkcją  głębokości, to p rądy  są superpozycją dwóch 
składowych: a) w yw ołanych nachyleniem  swobodnej pow ierzchni m orza 
i b) wyw ołanych niejednorodnym  rozkładem  gęstości. P rzy  czym — po
niew aż zakładam y, że gęstość jest znana z pom iarów  (np. zasolenia i tem -

5 — O c e a n o l o g i a  n r  4



Z

pera tu ry) — to w yrażenie g f  Q dz z łatwością może być obliczone dla
o

całego akw enu.
W celu znalezienia zm ian swobodnej pow ierzchni akw enu skonstru 

owane mogą być rów nania w ydatków  objętościowych. Całość obliczeń 
oraz w arunki stosowalności tej m etody dla B ałtyku zostały przedsta-

Ryc. 34. Prądy gęstościow e przy pow ierzchni 
Fig. 34. D ensity  currents at the sea surface

wionę w pracy K ow alika i Taranow skiej (1974). Ja k  wiadomo, pole gę
stości w  B ałtyku  w ykazuje znaczne zróżnicowanie w  kierunkach pozio
m ym  i pionowym. O brazują to zresztą doskonale m apy umowmej gę
stości (ot) przy pow ierzchni i przy  dnie z m iesiąca sierpnia, obliczone na 
podstaw ie średnich z la t 1954— 1968.

M apy te posłużyły dla obliczeń rozkładu prądów  gęstościowych przy 
dnie i powierzchni. Oprócz znanych faktów , a więc w ystępow ania p rą 
dów zw iązanych z w lew em  wód słonych w w arstw ach przydennych 
w okolicach cieśnin, charak te r prądów  jest skom plikow any i pogm at
wany, co jest uw arunkow ane w pływ em  kształtu  dna  i brzegów  na cyr-



Ryc. 35. Prądy gęstościow e przy dnie  
Fig. 35. D ensity  currents at the bottom

kulaćję gęstościową. Ogólnie jednak  mówiąc są to p rądy  nieznaczne, 
rzędu 2— 3 cm /sek, powodujące w ym ianę term m ohalinow ą wód B ałtyku 
za okres około 1 roku.

III . M E T O D Y  P R E D Y K C J I W A H A Ń  P O Z IO M Ó W  M O R Z A

1. CHARAKTERYSTYKA ZMIAN POZIOMÓW

O bserw ując zm iany pow ierzchni swobodnej akw enu za pomocą m a- 
reografu  przez dostatecznie długi okres czasu stw ierdzam y istnienie w a
hań  okresow ych w yw ołanych pływ am i lub też po przejściu sztorm ów 
akw en w ykazuje okresowe drgania tzw. sejsze; okres tych zm ian uzależ
niony jest od m orfologii basenu. Jednak  dla s tre fy  brzegow ej, gdzie znaj
dują  się inżynierskie budowle posadowione przez człowieka, najgroź



niejsze są w ezbrania sztorm ow e, kiedy w stosunkow o kró tk im  czasie 
swobodna pow ierzchnia osiąga poziom zagrażający działalności czło
wieka.

Ogrom ne m asy w ody przenoszone za pomocą naprężeń stycznych ze 
s tre fy  głębokow odnej na płycizny przybrzeżne są najgroźniejsze w  sku t
kach; przykładem  są płytkow odne akw eny Zatoki Bengalskiej, gdzie 
w  latach  1864, 1876 oraz 1971 sztorm ow e w ezbrania były  praw dziw ą 
klęską dla ludności. Również zjaw iska zachodzące w  pobliżu Europy 
dostarczają podobnych przykładów . N ajbardziej znane jest w ezbranie 
sztorm ow e z r. 1953, kiedy nałożenie fali pływowej na w ezbranie sztor
mowe spowodowało przerw anie tam  w Holandii i zalanie znacznej po
w ierzchni tego k raju . Ten sam  sztorm  na B ałtyku  wyw ołał duże znisz
czenia na polskim  w ybrzeżu. Jest to zatem  problem  o dużym  znaczeniu 
ekonom icznym  dla państw  nadm orskich, k tó re  od pam iętnego w ezbrania 
w r. 1953 prow adzą in tensyw ne poszukiw ania m etody predykcji tego 
zjaw iska. (Największe sukcesy w tej dziedzinie m a tzw. szkoła ham bur- 
ska prow adzona przez prof. Hansena). U podstaw  tej m etody leży układ 
rów nań hydrodynam icznych, przy czym w arunki brzegow e na powie
rzchni m orza określone są przez w arunki m eteorologiczne. A więc dla 
predykcji w ezbrań sztorm ow ych w inna być dokonana odpowiednio wcze
śniej p redykcja  m eteorologiczna, stw arza to niew ątpliw ie pew ne tru d 
ności w  zastosow aniu m etod prognozowania.

W obecnym  opracow aniu przedstaw im y m etodą hydrodynam iczną p ro 
gnozowania w ezbrań sztorm ow ych w konkretnych  akw enach m orskich, 
kiedy jedyną dostępną m etodą rozw iązania jest num eryczne całkow anie 
układu rów nań różnicowych.

Badanie zm ian poziomu m orza £ (x, y, t) w  zależności od k ierunku  
i prędkości w ia tru  prowadzić będziem y za pomocą rów nań w yprow adzo
nych w pierw szej partii a rtyku łu : Podstaw ow e rów nania p redykcji p rą 
dów oraz w ezbrań sztormowych:

2. ZASADNICZE RÓW NANIA

(3.1)

(3.2)

5E _  8Qx 8Qy (3.3)
8t  Sx Sy



W rów naniach tych  dodatkow o pom inęliśm y w yrażenia nieliniowe

£g y -  oraz £g g—, k tóre odgryw ają pew ną rolę na płyciznach, kiedy

głębokość H jest tego samego rzędu co Oczywiście gdybyśm y rozw a
żali zjaw iska w  tak  pły tk ich  basenach, w yrażenia nieliniow e w prow a
dzim y znów do rów nań ruchu. Jednoznaczne rozw iązanie układu  rów 
nań  (3.1, 3.2, 3.3) o trzym am y przez uw zględnienie odpowiednich w arun
ków początkowych i brzegowych.

Oczywiste jest, że zam iast analizow ania uk ładu  rów nań m ożem y w y
prowadzić jedno rów nanie różniczkowe wyższego stopnia dla jednej 
zm iennej zależnej |  albo Qx, albo Qy. W yprow adzim y rów nanie zm ian 
swobodnej pow ierzchni morza, w tym  celu podstaw im y Qx oraz Qy 
z rów nań (3.1) oraz (3.2) do rów nania (3.3):

(3.4)

gdzie: 

oraz
Ty =  y TB, y

Przejdźm y teraz do om ówienia w arunków  początkow ych i brzego
wych. W praw dzie możemy przyjąć dowolne w arunki początkowe dla 
poziomu m orza i dla w ydatków  masowych, jednak  niemożliwe jest po
siadanie rozeznania odnośnie do tych  wielkości w całym  badanym  base
nie. W ybiera się zazwyczaj tak ie  sytuacje, kiedy w ystępow ała cisza 
i w tedy wiadomo na pewno, że w  całym  basenie Qx == Qy =  5 — 0- W a
ru n ek  brzegow y dla w ydatków  objętościow ych jest oczywisty, gdyż skła
dowa prostopadła w ydatku  do brzegu w inna zanikać na brzegu, czyli:

Q„ =  0, (3.5)

gdzie n  — kierunek  prostopadły do brzegu.

3. TARCIE PRZY POW IERZCHNI I DNIE

Rów nania ruchu  zaw ierają w yrażenia sił zew nętrznych, k tóre chara
k teryzu ją  naprężenia styczne w iatru. Ruch w yw ołany tą  siłą jest ha -



m ow any przez siłę tarcia  przy  dnie. W praw dzie teoretycznie obie te

dv
siły w yrażają się podobnie (?k -  -  , a więc są zależne od w spółczynnika

lepkości burzliw ej i pochodnej prędkości, to jednak  ich w yrażenia em pi
ryczne różnią się znacznie.

Siły naprężeń  stycznych w ia tru  w yrażają  się w  funkcji prędkości 
w ia tru  oraz własności aerodynam icznych sfalow anych pow ierzchni mo
rza:

T S  =  6a cz UJ, (3.6)

gdzie: Qa — gęstość pow ietrza, Cz — współczynnik oporu aerodynam icz
nego na wysokości z nad pow ierzchnią morza, Uz —  prędkość w ia tru  
na wysokości z nad pow ierzchnią morza.

O kreślenie w spółczynnika oporu aerodynam icznego stanow i jeden z 
najpow ażniejszych problem ów  hydrodynam iki m orza. R ezultaty  wielo
letn ich  badań  w ykonanych na  różnych m orzach i oceanach zostały ze
brane przez W ilsona. W ykazują one znaczny rozrzut oraz w yraźną za
leżność Cz od prędkości w iatru . Zazwyczaj pom iary anem om etryczne są 
wykonyw ane na wysokości z =  10 m, stąd  też w  dalszym  ciągu będzie
m y mówić o Ci0 oraz Ui0. G eneralnie W ilson w skazuje, że Ci0 dla w ia
trów  słabych (ok. 2— 8 m/sek) posiada w artość 1,1 10—3, dla w iatrów  sil
nych zaś (ok. 20 m /sek) ta  w artość wynosi około 2,6 10~ 3.

W ykorzystując analizę W ilsona oraz nowsze badania zależność C10 od 
prędkości możemy przedstaw ić w postaci liniowej, jak  na ryc. 36.

Siły naprężeń stycznych przy dnie określane są w  sposób em piryczny 
za pomocą dwóch różnych w yrażeń, kiedy zakłada się proporcjonalność 
do w ydatków  lub kw adratu  w ydatku. Jeśli naprężenie styczne jest p ro
porcjonalne do kw adratu  w ydatku , to w tedy oddziałuje ono bardzo sil
nie na charak terystyk i ruchu, rów nania ruchu  bowiem  sta ją  się nielinio
we. W spółczynnik proporcjonalności zależy tu ta j od głębokości, charak
te ru  dna (szorstkości m ateria łu  dennego); dla naprężenia stycznego przy 
dnie wzdłuż osi x  zapiszemy:

=  Q g c- 2 Qx j /q *  -f Qy, (3.7a)

podobnie wzdłuż osi y:

*e,y =  e g c- 2 Qy j / o l + o ^  (3.7b)

S tała C w powyższych wzorach w yraża tzw. współczynnik Chezy. W y
rażenia (3.7a) i (3.7b) często przepisyw ane są jako:



Ryc. 36. Z ależność w spółczynnika  
oporu aerodynam icznego od pręd
kości w iatru  na w ysokości 10 m  nad 

pow ierzchnią m orza  
Fig. 36. D ependence o f  the w ind  
drag coeffic ien t on w ind  at 10 m 

above the sea

tb,x =  | t Q k - j / Q 2x + Q ’ , 

TB,y =  § r Q x ] / Q 2x + Q ^

(3.8a)

(3.8b)

gdzie R =  3 • 10-3

P rzy jm ując  z kolei, że naprężenie jest liniowo zależne od w ydatku:

tx rQ x; Ty =  rQ y, (3-9)

określim y w spółczynnik proporcjonalności r  jako:

kj"t
4H2 ’

gdzie k — współczynnik lepkości burzliw ej przy dnie.

(3.10)

4. POSTAĆ RÓŻNICOW A RÓWNAŃ

Rozwiązanie układu  rów nań (3.1—3.3) z w arunkiem  brzegow ym  (3.5) 
dla konkretnych  w arunków  anem om etrycznych oraz przy skom plikow a
nej linii brzegowej, jaka w ystępuje w  m orzach i oceanach, otrzym ać 
m ożem y tylko m etodam i num erycznym i. Stosując m etodę num erycznego 
całkow ania zam ienim y powyższe rów nania różniczkowe na rów nania 
różnicowe. W prow adzając odpowiednie siatk i czasow o-przestrzenne z 
krokiem  At wzdłuż osi czasu oraz Ah wzdłuż osi x  i y, otrzym am y za
m iast w ielkości ciągłych w artości dyskretne odniesione do węzłów sia t
ki jak  na ryc. 37.



Przyjm iem y też, że dyskretna w spółrzędna wzdłuż osi x  zmienia 
się w postaci Xj =  jAh, gdzie j —  liczba całkow ita —  zm ienia się od
0 do J. Podobnie wzdłuż osi y, y k =  kAh, zaś 0 k  K, oraz wzdłuż 
osi t, ti =  lAt, gdzie 0 ^  1 ^  L. Oczywiste jest, że w  m iarę zm niejsza
nia się kroku siatki, rozw iązanie num eryczne będzie coraz bliższe do 
rozw iązania analitycznego. Zajm iem y się teraz dokładniej badaniem  sto
pnia aproksym acji rozw iązania analitycznego przez rów nanie num e
ryczne.

P rzy jm ijm y  zatem , że znane jest rozw iązanie analityczne rozpatry 
wanego układu rów nań. Niechaj zm iany poziomu m orza £ (x, y, z, t) bę
dą funkcją  ciągłą sw ych argum entów . Załóżm y też, że znam y rozw iąza
nie zagadnienia num erycznego w postaci funkcji £? , k dyskretnych  a rgu
m entów, czyli znane są w artości funkcji £ tylko w w ęzłach siatki. Aby 
porównać te dwa rozwiązania, rozw iązanie analityczne |  (x, y, z, t) rów 
nież będziem y rozpatryw ać ty lko w  węzłach siatk i i oznaczym y w artość 
tej funkcji w  punkcie j, k, 1 przez £ (j, k, 1).

W artość absolutna różnicy —  'Ę, (j, k, 1)— , k będzie m iarą aproksy
m acji rozw iązania analitycznego przez rozw iązanie num eryczne. Dla 
ogólnej charak terystyk i różnicy w prow adzim y normę. W naszym  przy
padku za norm ę (oznaczać ją  będziem y znakiem  II ||) przyjm iem y w ar
tość m aksym alną absolutnej różnicy w ybranej na podstaw ie w szystkich 
węzłów siatki, czyli:

lllll =  M a x | |  (j, k, 1) —  ą k | . (3.11)

P rzy  czym indeksy zm ieniają się w przedziałach:

0 <  j <  J , 0 < k < K ,  0 < 1 < L .



Przechodząc z kolei do analizy aproksym acji rów nań różniczkow ych 
rów naniam i różnicowym i w ykorzystam y wprowadzone powyżej pojęcie 
norm y. Dla u łatw ienia dalszego zapisu zam iast pisania sym boli różnicz
kow ania w prow adzim y operator różniczkow y A, dzięki tem u rów nanie
(3.4) przepiszem y w  postaci:

A i  =  F, (3.12)

gdzie F w yraża siły naprężeń stycznych.
Rów nanie różniczkowe (3.12) w dowolnym  węźle siatk i j, k, 1 p rzed

staw im y jako:
A i  (j, k, 1) =  F (j, k, 1), (3.13)

rów nanie zaś różnicowe odpowiadające rów naniu  (3.12) będzie:

A j,k g])k =  F  (j, k, 1). (3.14)

W yrażenie (3.13) oznacza, że operator rów nania różniczkowego działa 
na ciągłą funkcję  5 (x, y, t) ty lko w w ęzłach siatki. W w yrażeniu zaś 
(3.14) m am y już do czynienia z operatorem  różnicowym  Aj k oraz z 
funkcją  s], k znaną ty lko  w węzłach siatki. U czynim y teraz dalszy 
krok, podobnie jak  powyżej dla funkcji; w prow adzim y norm ę charak te 
ryzującą stopień przybliżenia rów nania różnicowego do różniczkowego:

*

HA5l | =Ma x  |A | (j, k, 1) — Ajjk £j,k | (3.15)

0 < j < J ,  0 < k < K ,  0 < 1  < L .

R ozpatrzm y dokładniej pojęcie aproksym acji rów nań różniczkowych 
rów naniam i różnicowymi.

W tym  celu zam iast układu rów nań (3.1, 3.2, 3.3) przeanalizujem y 
układ  uproszczony bez nap rężeń  stycznych (t =  0), siły Coriolisa (f =  
=  0) oraz ze sta łą  głębokością akw enu (H =  Const.);

5QX =  PT'. ^  /O 1
5t g 5x ’  ̂ ^

Dla przedstaw ienia num erycznego różniczek w ystępujących w  powyż
szych rów naniach posłużym y się szeregiem  Taylora. Funkcja  w dowol
nym  węźle j, k, 1 +  1 będzie zatem:



6 J i ‘ =  S U  +  S T At +  7 S T H T  +  » (4t>). (3 19)

gdzie w yrażenie 0 (At) oznacza rząd wielkości względem  param etru  
umieszczonego w nawiasach. K orzystając z (3.18) pierwsza pochodna 
względem  czasu zostanie zapisana jako:

£ 1 + 1 ____ £ 1

8T =  J * A t  3’k +  0 (At)- (3-2°)

W idzimy więc, że w  m iarę zm niejszania kroku At w yrażenie różnicowe 
przybliża się do pochodnej cząstkowej, a 0 (At) ->-0 . W podobny sposób 
mogą być zapisane pochodne względem  x oraz y, a układ rów nań (3.16, 
3.17, 3.18) w  postaci różnicowej:

D y  1 + 1 ____ f l v  1 £ 1  ____ £ 1^ , , k ^ x , j|k +  0 (At) =  gH } SM +  0 (Ah)) (3 21)

n  1+i__o  ' £1 _£1
^  +  0 (At) =  §H ,Jt +  0 (Ah), (3.22)

0 ^ + i . k — , Q y j , k + i  -  Q y j , k  , n  ,A , . _

Ah ^  Ah +  ( ’  ~

- 4% ^  +  0(At). (3.23)

A nalizując otrzym any układ rów nań stw ierdzam y, że rząd aproksym a
cji względem czasu i przestrzeni jest ten  sam  i wynosi 0 (Ah) oraz 0 (At). 
N ajlepsze przybliżenie otrzym am y, kiedy w ykładnik  potęgi- w w yraże
niu 0 (Ahn) będzie jak  najw iększy. W dalszym  ciągu w  zależności od n 
będziemy m ówili o n -tym  rzędzie aproksym acji. Tak więc układ  powyż
szy posiada pierw szy rząd aproksym acji. Pokażem y teraz sposób o trzy
m ania drugiego rzędu aproksym acji. W tym  celu analogicznie do (3.19) 
zapiszem y w artość funkcji £ w  węźle j, k, 1— 1 w  postaci szeregu Tay
lora:

t'S =5 U -  f  4‘ + s ln r + 0 w  <3-2«
O dejm ując w yrażenie (3.24) od (3.19) uzyskam y:

S& 1 ~  ̂  =  2 At +  0 (A*)3 (3.25)

lub dzieląc obustronnie przez 2At:
g ?  £ 1 + 1  _  £ 1 - 1

5i =  J :W !L +  0<Al)!- <3'26)



Je s t to tzw. sym etryczna pochodna w zględem  węzła j, k, 1; uzyskaliśm y 
tu ta j d rugi rząd  aproksym acji względem  At. Podobnie mogą być zapi
sane pochodne względem  x  oraz y i w  rezultacie cały układ  rów nań  bę
dzie posiadał drugi rząd aproksym acji.

5. STABILNOŚĆ ROZW IĄZAŃ NUMERYCZNYCH

N iestety, dla procesów  hydrodynam icznych zależnych od czasu zape
w nienie dostatecznego przybliżenia rów nań różnicowych i różniczkowych 
za pomocą odpowiedniego zapisu w yrażeń różnicowych nie zapew nia 
jeszcze rozw iązania rów nania różnicowego dostatecznie bliskiego roz
w iązaniu analitycznem u. Pow staje problem , czy nieznaczny błąd w obli
czeniu, k tó ry  pow stanie na dowolnym  kroku czasowym, będzie w nastę
pnych  chw ilach czasowych w zm acniany (niestabilny układ rów nań róż
nicowych), czy też będzie zanikał (stabilny układ rów nań różnicowych).

Stabilność rów nań liniow ych badać m ożna za pomocą m etody analizy 
harm onicznej. P rzedstaw im y niew ielkie odchylenia d£ w ystępujące we 
w szystkich w ęzłach siatk i w postaci:

d l  =  d £0 eii0,x e ioW ..  . e łojxj eirat. (3.27)

W rów naniach liniow ych obowiązuje zasada superpozycji i dlatego w y
starczające będzie, jeśli rozpatrzym y tylko jedną składow ą odnoszącą 
się do węzła j, czyli:

d |  = d | 0 eloj xj eiwt, (3.28)

dalej —  ponieważ Xj =  jAh a, t  =  lAt —  przepiszem y (3.28) w postaci:

d£ =  V e1̂ , (3.28a)

gdzie: l  —  j / d £0 eiwt 
a =  CjAh.

Jeśli w dowolnej chwili czasowej | ? t | ^ l ,  to jest oczywiste, że jest to 
stab ilny  układ num eryczny. Zastosujem y powyższe w yrażenie do bada
nia stabilności rów nania zm ian pow ierzchni swobodnej akw enu w jedno
w ym iarow ym  basenie m orskim .

52£ 52£
<3-29)

W prow adzając postać num eryczną:

SJ+i +  £1-1 -  2 1 ) e j+1 +  £ 1 —  21}

--------- # -------- --------------------------------- (3‘29a)



oraz podstaw iając w  powyższe rów nanie w yrażenie (3.28a) otrzym am y:

l +  T “ 2 =  - S1 0 !4sin!“ (3'30)
lub przepisując X2 -)- A (s2 — 2) +  1 =  0, (3.31)

gdzie jako s2 oznaczono praw ą stronę rów nania (3.30).
Obliczając A otrzym ujem y:

+  2 ± ^ ( 2 - ■ » ) » - 4  (3,32)

ty lko kiedy s2 0 w artość A12 ->■ 1, a więc jest to przypadek stabilności.
W skażem y teraz pew ne pociągnięcie zapew niające stabilność w  w ie

lu  układach. Otóż w  w yrażeniu (3.29a) pochodna w zględem  x zapisana 
została w  chwili 1, — jest to  tzw. postać jaw na pochodnej. Gdybyśm y 
tę  pochodną zapisali w  chwili 1 +  1, czyli w  postaci n iejaw nej, w tedy  
m am y:

t i + i i Ł i - i __oE1 eH
^ ) __  S "  / p  l + i  £ l + i ___9J: 1+1\

W  1+1 3-1 >'
(3.33)

Rów nanie zaś dla A przy jm uje  postać:

skąd:

czyli bezwzględna w artość | 1 ^  1.
A zatem  tak  w ybrane rów nanie różnicowe zawsze w ykazuje stabilność. 
Taki charak ter rów nań różnicowych jest często zw iązany z zastosowa
niem  niejaw nej postaci pochodnej względem  w spółrzędnej x.

Często spotykane jest w  zastosowaniach rów nanie dyfuzji:

f = K S -  <3-36>

W ybierzem y dla niego postać num eryczną w postaci:
S i+ i__pi f i  - I - t 1 __ 2 £>
b i 5 j . v  5 j + l ' 5 3—1 fn nn,

At _ K  (Ahp ’ (3‘37)

skąd: ^ = i _ ^ L 4 sin2| .  (3.38)

Ponieważ dla stabilności | A | ^ 1  otrzym am y:



KA‘ < i .  (3.39,(Ah)2 ^  2

zatem  dla spełnienia w arunków  stabilności kroki siatk i obliczeń n u 
m erycznych w  czasie i przestrzeni nie mogą być w ybrane  w  sposób do
wolny, m uszą one spełniać nierówność (3.39).
Postępując jak  poprzednio i w prow adzając pochodną względem  
x w chwili czasowej 1 +  1, o trzym am y dla k:

( 3 - 4 0 )

+  (Ah)2 Sin 2

a więc znów obserw ujem y stabilność bez żadnych dodatkow ych w arun
ków.

6. STABILNOŚĆ UKŁADU RÓWNAŃ RÓŻNICOW YCH

Przytoczone powyżej proste przykłady analizy stabilności dotyczyły 
pojedynczego rów nania różnicowego; przejdziem y z kolei do układu  
rów nań różnicowych. W tym  celu w ykorzystam y prace teoretyczne Laxa 
i R ichtm ayera oraz innych. Podobnie, jak  powyżej celem  tych  badań  
będzie stw ierdzenie fak tu  czy zaburzenie wprowadzone w dowolnej 
chwili czasowej w układ rów nań  zostaje wzmocnione, czy też zanika 
z czasem; ponieważ jednak  w ystępu je  tu ta j kilka niew iadom ych, aby 
uprościć nieco dalsze rozw ażania, wprow adzim y zapis m acierzowy, tak  
więc na przykład układ rów nań:

(3.41)

85
5t

8Qx
8x (3.42)

charak teryzu jący  jednow ym iarow e przepływ y (wzdłuż osi x) bez sił ta r 
cia, w  zapisie m acierzow ym  p rzy jm uje  postać:

(3.43)

lub też jeszcze prościej, oznaczając jako [A] — m acierz operatorów , 
a , [Q] —  m acierz zm iennych zależnych, zapiszemy:



[A] [Q] =  roi.  (3.43a)

N um eryczne rozw iązanie układu rów nań (3.43) poprow adzim y za pom o
cą następującego schem atu:

Q x,'j  Q x , j _  H  Ł j+ l  S j - l  
At ~ gH 2Ah '

Ą+1- q  _ Q i . w - Q i c . j - ,
At 2 Ah

(3.44;

(3.45)

Podobnie jak  poprzednio ze względu na liniowość rów nań przyjm iem y, 
że zm iany param etrów  są złożone ze zm ian zależnych od czasu i prze
strzeni, czyli:

g =  w e« Ah

oraz

Qx =  Qx' eiJ Ah 
podstaw iając do (3.44) i (3.45) otrzym am y:

q xi + i  _  Q ix  =  gHAt ^  (eiAh — e~iAh)
Ah

,oAh . . e-JAh)

(3.46)

(3.47)

(3.44a)

(3.45a)

G rupując wielkości zależne od chw ili czasowej 1 + 1  oraz 1, w  postaci 
m acierzow ej:

(3.48)

lub jako:

[A] [Q1+1] =  [B] [CJ1], (3.48a)

a następnie przekształcając z łatw ością w yprow adzim y znaczenie [Q1+1] 
w dowolnej chwili czasowej:

[Qi+i] =  [A] " 1 [B] [Qi] =  [G] [Q']. (3.49)

Zakładając, że w artość [Q] jes t znana w  m omencie 1 =  0, to w artość 
[Qj w dowolnej chwili t  =  n  1 wynosi:

[Qnl] =  [Gn] [Q1=0]. (3.50)
Z przytoczonych powyżej rozw ażań oczywiste jest, że stabilność układu 
należy od m acierzy [G], zwanej też m acierzą przejścia, od chwili czaso



wej 1 do 1 +  1. Ja k  w ykazał von N eum an, w arunek  stabilności jest speł
niony, kiedy najw iększa w artość w łasna m acierzy [G]

| W | < 1 -  (3.51)
Jest oczywiste, że w artość w łasna w  obecnych rozw ażaniach spełnia tę  
sam ą rolę, co poprzednio param etr eilAt.

Pokażem y teraz sposób wyznaczania w artości w łasnych. Oznaczmy 
elem enty m acierzy [G] przez Gjk, zatem:

G =
gi2> • • g in

(3.52)
gnl, • • • j g

W artości w łasne w yznaczane są z rów nania:

[G] [Q] =  A [Q], (3.53)

gdzie [Q] jest w ektorem  (w rozw ażanych przypadkach jest to w ektor 
kolumnowy), a A jest liczbą zespoloną. Rów nanie (3.53) posiada rozw ią
zanie niezerow e tylko w  tym  przypadku, kiedy wyznacznik w spółczyn
ników  jest rów ny zero, czyli:

gn —K gl2>--- > gin 
g21. g22 —A,... , g-2n =  0 (3.54)

gn, 1 •• gnn ^
W przypadku rów nania (3.48) w yznacznik dla określenia w artości w ła
snych jest:

. igHAt .
1 — A, ——— sin Ah ’ Ah

^  sin Ah, 1 — h 
Ah

=  0, (3.55)

skąd:

(1 — A)2 —  gH sin2 Ah =  0,

Ai 2 =  i i l /g H ^ s in A h . (3.56)

A więc w  w ybranym  przykładzie jedna z w artości w łasnych jest zawsze 
większa od jedności i dlatego też nigdy nie obserw ujem y stabilności.

Przeanalizow any prosty  przykład pozwolił zapoznać się z m etodyką 
badania stabilności uk ładu  rów nań różnicowych. Przejdźm y teraz do 
przypadku generalnego reprezentow anego przez układ rów nań (3.1),
(3.2), (3.3), tarcie styczne przy dnie w ybierzem y w postaci w yrażenia



(3.9). W prow adzim y następu jącą postać num eryczną tego układu zapro
ponowaną przez F ischera (1959).

=«!■,,.* +  w  ( * ! ♦ « - S U J '+

+ ’ « ,*) <357>

+  +  (3.58)

£1 + 1 _ S I  4 -  / Q l + 1  _  Q l  + 1 _J_
6j,k j,k ‘ 2Ah 'Wx-i + l.k '‘*xj-l,k '

+  Q ^ k+i -  Qyj-k-i)- (3-59)

Zw róćm y uwagę, że w tym  zapisie num erycznym  w yrażenia w ydatków  
objętościowych w rów naniu  ciągłości zostały p rzy jęte  nie w  chwili 1, 
ale w  chwili 1+1. Chw yt ten  związany jest oczywiście z zapew nieniem  
stabilności. Obliczenia przebiegają w  sposób następujący: zakładając, że 
w  początkowym  m omencie t  ^ to ,  k iedy w szystkie zm ienne zależne są 
rów ne zero, zaczyna wiać w ia tr ( t x  ^  0 oraz t y ^  0). Z rów nania (3.57) 
oraz (3.58) znajdujem y w ydatk i objętościowe Q x+1 oraz Q y+1- W na
stępnym  kroku p o s tęp u jem y ' podobnie, z tym  że oprócz sił naprężeń 
stycznych w ia tru  znane będą rów nież w ydatki Qx oraz Qy w raz ze zm ia
nam i poziomu 5 z poprzedniego k roku czasowego.

Poszukiw anie stabilności poprow adzim y dla przypadku, kiedy t x  =  
=  xy =  0 oraz H =  const., podstaw iając najp ierw  w yrażenie (3.46), (3.47) 
do układu rów nań (3.57), (3.58), (3.59) otrzym am y:

lub w postaci nieco prostszej:

(3.60) 

(3.60a)



M acierz [G] pow stająca w  rezultacie m nożenia [A] 1 [B] p rzy jm uje  dla 
rów nania (3.60) następującą postać:

ia (1—rAt — fAt), ia (1 +  fAt — rAt), 1 —  2a2

W artości w łasne m acierzy [G] określone mogą być z rów nania 3 stopnia, 
p rzy  tym  otrzym ujem y dość skom plikowane k ry te rium  stabilności:

W przypadku, gdy r  =  f =  0, z rów nania (3.62) o trzym ujem y prosty  
i powszechnie znany w arunek:

G dybyśm y w rów naniu  różnicowym ’ (3.59) nie zapisali Qx oraz Qy 
w chwili 1 +  1, ale w  chw ili 1, to w tedy m acierz [G] p rzy jęłaby  postać:

Jedna  z w artości w łasnych te j m acierzy jest zawsze większa od jed 
ności i tak i zatem  układ  num eryczny nie spełnia w arunku  stabilności.

W ykonane teoretyczne badania stabilności m ają  sens ty lko dla różni
cowych rów nań liniowych ze stałym i współczynnikam i. Zmienność 
współczynników uw zględnia się często przez w prow adzenie ich am pli
tudy  zmian. Ale ta  zmienność, jak  również w arunki brzegowe (których 
nie rozw ażaliśm y dotychczas) mogą wprowadzić zaburzenia w stab il
nym  przebiegu rozw iązania. S tąd  też w  przypadku znacznej zmienności 
pożyteczna okazuje się m etoda wygładzania. Zam iast w artości Q ] 
w praw ej części rów nań (3.57), (3.58), (3.59) w prow adza się .^średnią”

~1 — rAt, fAt, i a

[ G ] =  — fAt, 1 — rAt, i a (3.61)

(3.63)

(3.62)

j/gH  Ah <  J 2- (3.64)

1 —  rAt, fAt, i a 

[G] =  — ft, 1 — rAt, i a 

i a, i a, 1

(3.65)

z pięciu węzłów siatk i p rzestrzennej sąsiadujących z sobą:

gdzie a  —  współczynnik liczbowy 0 1.

€ —  O c e a n o l o g i a  n r  4



Z fizycznego punk tu  w idzenia w yśrednianie jest analogiczne do w pro
wadzenia dodatkowego tarcia  do układu  mechanicznego, co oczywiście 
sprzyja  zw iększaniu stabilności.

Porów nując w artości w łasne z w yśrednieniem , stw ierdzam y, że po
przednie w artości w łasne A należy pomnożyć przez a  +  (1 — a) sin Ah.

W trakcie om aw iania w arunków  stabilności stw ierdziliśm y, że n ieli
niowe rów nania w ym agają oddzielnego ujęcia. W skażem y teraz pew ną 
drogę rozw iązania tego zagadnienia. W praw dzie rozw iązanie to nie jest 
idealne, ale daje wskazów ki co do zachow ania się stabilności rów nania 
różnicowego. M etoda polega na linearyzacji poprzez przyjęcie w yrażeń 
nieliniow ych w postaci w spółczynników o określonej am plitudzie zmian. 
Przytoczm y najprostszy  przykład. Niech ruch  wody odbywa się tylko 
w obecności sił tarc ia  dennego w postaci nieliniow ej;

- f f  S= —  e sc “ 2 Qx2 =  — k Qx Qx =  —  k IQ ! Qx, (3.67)

odpowiadającą postacią num eryczną jest:

9 i j*  =  Qx,j -  k  At | Q | Q’x r  (3.68)

P rzyjm iem y |Q | jes t stałe, a następnie podstaw iając Qx w  postaci w y
rażenia (3.28a) otrzym am y:

A — 1 — — k | Q | At. (3.69)

K ry terium  stabilności wym aga, aby | 1 — k | Q | A t | ^ l ,  co narzuca okre
ślone w arunki na w ybór k roku czasowego oraz am plitudy  zm ian w y
datku  | Q | .

Bezwzględną stabilność otrzym am y, p rzy jm ując praw ą stronę (3.67) 
w chwili czasowej 1+ 1, w tedy:

* — , , 1 L ,  a 2. < 1 -  (3.70)1 +  k | Q | At v '

7. NIEOKRESOW E W AHANIA POZIOM U WÓD BAŁTYKU 
ODTWORZONE METODĄ HYDRODYNAMICZNO-NUMERYCZNĄ

Jak  już wspom inaliśm y, podstaw y teoretyczne m etody hydrodynam icz- 
no-num erycznej (HN) zostały zbudowane w połowie la t pięćdziesiątych, 
przy  czym prace H ansena (1956) jako pierwsze w skazały k ierunek  dal
szego rozwoju. N astępnie P latzm an  (1958) w ykorzystał m etodę HN do 
odtw arzania przebiegu fali powodziowej. Na B ałtyku  prace podobnego 
typu zostały w ykonane przez Svansona (1959), U usitalo (1962). W Polsce



Ryc. 38. Izolinie pow ierzchni m orza o godz. 12.00 16 II 1962 r., na tle  sia tk i obliczeń
num erycznych

Fig. 38. W ater e levation  in  cm , date: 16.11.1962, 12.00 hours

prace z tego zakresu przeprow adził Laska (1967) oraz M aliński (1973), 
P rzedstaw im y n iek tóre  w ynik i uzyskane w  pracy  Laski. Obszar M orza 
Bałtyckiego został po k ry ty  siatką obliczeń num erycznych (ryc. 38). Po
nieważ układ  rów nań różnicowych tylko nieznacznie różnił się od uk ła
du zaproponow anego przez F ischera (1959), to dla odpowiedniego w yboru 
w ym iarów  siatk i p rzestrzennej i k roku  czasowego właściwe jest k ry te 
rium  opisane w yrażeniem  (3.64). M aksym alna głębokość B ałtyku  wynosi 
około 200 m. P rzy ję te  w artości Ah =  40744 m  oraz At =  10 m in speł
n iają  w arunek  stabilności.

U kład num eryczny posłużył do odtw orzenia w ezbrania sztormowego 
z lutego 1962 r. Problem , k tó ry  stw arza najw iększe kłapoty, to oblicze
nie pola w iatrów . W pracy  w ykorzystano w ia try  obliczone na podstaw ie 
rozkładu ciśnienia atm osferycznego. Oczywiste jest zatem , że dokład
ność prognozow ania zm ian swobodnej pow ierzchni m orza zależy w  zna
cznym  stopniu od prognozy m eteorologicznej. Końcowe w ynik i ekspe
rym en tu  przedstaw ione na ryc. 39 dają porów nanie w artości obliczo
nych i obserw owanych.



Ryc. 39. K rzyw e zm ian poziom u w ó d : --------- rzeczyw iste ................. ob liczone
Fig. 39. Sea lev e l curves: ---------  observed .............. ca lculated



8 . BADANIA NIEOKRESOW YCH ZMIAN POZIOM U MORZA 
METODAMI STOCHASTYCZNYMI

W podrozdziale P rzekszta łcen ia  lin iow e fu n k c j i  losow ych... w prow a
dziliśm y pojęcie funkcji przenoszenia, kiedy na wejście układu  linio
wego oddziałują dw a czynniki losowe (w iatr i ciśnienie), a na w yjściu 
układu rozpatru jem y  jedną funkcję  losową (np. zm iany poziomu morza). 
Te ogólne założenia u ję te  za pomocą w yrażeń (1.58a...l.59b) zastosujem y 
teraz do analizy w ezbrań szturm ow ych, przy czym w ykorzystam y pracę 
W. E. Priw alskiego (1968) dotyczącą K aliningradu, sądząc, że w yniki uzy
skane przez niego będą m ogły być zastosowane do polskich portów.

Przypom nijm y, że w  tego rodzaju  rozw ażaniach w ahania pow ierzchni 
m orza rozpatryw ane są jako w ynik  liniowej superpozycji procesów lo
sowych na w yjściu  liniowego układu. W ejściowe procesy losowe, a więc 
w ia tr i ciśnienie, są stacjonarnym i funkcjam i czasu. Problem  polega na 
obliczeniu funkcji przenoszenia (w yrażenia 1.59a, 1.59b) na podstaw ie 
realizacji w ejściow ych funkcji losowych, a następnie w ykorzystaniu  
funkcji przenoszenia do predykcji zm ian poziomu morza, wychodząc 
z dowolnych w artości ciśnienia i w iatru .

Rozpatrzone zostały dwa przypadki: a) procesy wejściowe w ykazują 
korelację (współczynnik korelacji rów ny 1), b) nie m a żadnej korelacji 
m iędzy procesam i wejściowym i. Za dane dla dalszych analiz posłużyły 
roczne (1962) obserw acje ciśnienia i w ia tru  w ykonane w  odstępach 
6-godzinnych w K aliningradzie.

Zgodnie z w yrażeniam i 1.58a, 1.58b, dysponując takim i obserw acjam i 
m ożem y obliczyć w idm owe gęstości, a na ich podstaw ie funkcje  przeno
szenia P i (co) i P 2 (»). Tak obliczone funkcje będą w ykorzystane w  p rzy 
szłości do p redykcji zm ian poziomu m orza za pomocą wyrażenia:

oo oo

y =  yi +  y2=  f  Pi W (t — t )  d t +  f  p 2 ( t )  x2 (t — t) dr, <3.71)
—  oo — oo

przy założeniu, że procesy wejściowe, Xi — ciśnienie oraz x 2 — w iatr, są 
znane na  podstaw ie na p rzykład  prognozy m eteorologicznej.

Przedstaw im y funkcje  przenoszenia P i oraz P 2 w  postaci w ykładni
czej:

p 1== | Pi | e - 1̂ 1; P 2=  | P 21 e-^* (3.72)

Zgodnie z w yrażeniem  (1.58) wielkości w ystępujące w  (3.72) są zależne 
od w idm owych gęstości; ciśnienia atm osferycznego —  Sn, prędkości 
w ia tru  (składowa norm alna do brzegu) — S22 oraz zm ian powierzchni 
m orza — Sy.



Ryc. 40. W idm ow e gęstości w iatru  (S22), ciśn ien ia  atm osferycznego (Sn ) oraz zm ian  
poziom u m orza (Sy) w  r. 1968 w  Leningradzie  

Fig. 40. P ow er spectrum  of w ind  (S22), atm ospheric pressure (Sn ) and w ater lev e l
changes (Sy) (Leningrad, 1968)

W ielkości te  obliczone przez Priw alskiego naniesiono na ryc. 40; ob
serw ujem y tu ta j zm iany poziomu m orza z podstaw ow ym i okresam i 73 
godz. oraz 94 godz.

Rozpatrzm y przypadek, kiedy procesy wejściow e nie w ykazują żadnej 
korelacji. Zbudow ane am plitudy  funkcji przenoszenia |P i | ,  | P 21 oraz 
fazy qp:, qp2 pokazane zostały na ryc. 41. Ja k  w ykazują przesunięcia fa 
zowe cpi, zm iany ciśnienia w yprzedzają w  czasie zm iany poziomu mo
rza.

W edług obliczonych funkcji przenoszenia w ykonam y z kolei operację 
odw rotną i obliczymy zgodnie z w yrażeniem  (1.56) widm ową gęstość 
zm ian poziomu morza:

Sy =  | P , (co) | 2 Su +  | P 2 (©) | 2 S22, (3.73)

będzie to spraw dzian naszych poprzednich założeń.



Ryc. 41. A m plitudy funkcji przenoszenia | Pj | , | P 2 | oraz fazy  cpx i tp2
Fig. 41. A m plitudes of th e transfor functions | P 1| , | P 2 | also phase tpŁ and cp2

W końcu posiadając funkcje  przenoszenia P i i P 2 poprowadzono pro
gnozę zm ian poziomu morza, wychodząc z w ia tru  i ciśnienia i w ykorzy
stu jąc  w yrażenie (3.71).

9. OKRESOW E W AHANIA POZIOM U MORZA

A nalizując zapisy zm ian poziomu morza, często napotykam y odcinki, 
kiedy w ahania w ykazują w yraźną okresowość. N ajbardziej znane okre
sowe w ahania to pływ y, zjaw isko w yw ołane siłam i przyciągania Księ
życa i Słońca. Poniew aż siły  te  posiadają zdecydow aną okresowość b li
ską do 12 godz., 24 godz., stąd  też zm iany poziomu m orza generow ane 
pod w pływ em  tych  sił w ykazują tę  samą okresowość. W M orzu B ałty 
ckim  oddziaływanie sił p ływ ow ych na zm iany poziomu jest znikome. 
Wysokość pływ u jest rzędu 2— 3 cm. Okresowość zm ian poziomu w Bał
tyku  i m orzach podobnych w ynika przede w szystkim  z istnienia w ahań



rezonansow ych (drgania własne) określonych m orfologią basenu. G ene
rato rem  takich d rgań  są siły  oddziaływ ania w iatrow ego oraz zm iany ci
śnienia atm osferycznego. W chwili, gdy p rzesta ją  działać te  siły, m asy 
wodne przem ieszczają się nadal, przy  czym zm iany swobodnej pow ierz
chni opisane mogą być rów naniem  (3.4). Zanim  sform ułu jem y ogólne 
m etody badania zm ian okresow ych za pomocą rów nania (3.4) rozpa
trzym y jeden z uproszczonych, ale poglądowych przypadków . P rzy jm ie
m y, że głębokość (H) jest stała, w tedy  rów nanie (3.4) będzie:

Poszukując rozw iązania powyższego rów nania w  postaci d rgań  okreso
wych z częstością co podstaw iam y £ =  £0 (x, y) eiwt.
Dla basenu zam kniętego o długości 1 oraz szerokości b otrzym am y dla 
okresów  (Tnm) fa l stojących (fale sejszowe):

gdzie n, m  — liczby całkow ite w skazujące num er składow ej d rgań  w ła
snych.

Poniew aż w łaśnie dla okresów Tn,m zachodzą zjaw iska rezonansowe 
prow adzące do znacznych zm ian swobodnej pow ierzchni m orza, p rze j
dziem y do sform ułow ania zagadnienia d rgań  w łasnych dla zbiornika 
wodnego z dowolną m orfologią. Zagadnienie to m ożem y podzielić na 
dw ie części:
a) poszukiw anie okresów  (częstości) własnych,
b) poszukiw anie kształtu  swobodnej pow ierzchni dla konkretnego okre
su drgań  w łasnych. Część a) jest niezm iernie bliska zagadnieniu w ar
tości w łasnych X m acierzy, sform ułow anego w  podrozdziale S tab ilność  
u k ła d u  ró w n a ń  ró żn ico w ych . P rzy jm ując  w  rów naniu  (3.4) zm iany po
wierzchni akw enu w  postaci £ =  £ (x, Y) eio>\  otrzym am y rów nanie:

(3.74)

(3.75)

£(co2 —  f2) —  fg ( Sx 5y ■

(3.76)

Przepiszem y (3.76) w  postaci operatorow ej:

L ^ c o 2: (3.76a)

Dla konkretnego basenu rozw iązanie tego rów nania w  celu znalezienia 
częstości w łasnych może być prowadzone wyłącznie m etodam i num e



rycznym i. P rzy jm ując  k rok  siatk i num erycznej jako Ah wzdłuż osi x 
oraz y zapiszem y rów nanie (3.76a) jako:

=  a (j, k) ij+ i, k +  b (j, k) gj—i, k - f  c (j, k)

£j, k+i +  d (j, k) —  e ( j , k )  ?i,k =  k, (3.77)
gdzie a, b, c, d,e —  współczynniki.
Równanip (3.77) przedstaw ia właściwie układ  rów nań  dla węzłów (j, k) 
sia tk i obliczeń num erycznych.

Częstość w łasna co2 w  tym  rów naniu  posiada skończoną ilość wartości, 
rów ną ilości węzłów siatk i obliczeń num erycznych, w  przeciw ieństw ie 
do rów nania (3.75), gdzie w ystępuje nieskończona ilość tych  wartości.

Rozwiązanie (3.77) w celu znalezienia co2 m ożna prowadzić m etodam i 
szczegółowo dyskutow anym i przez W ilkinsona (1965) i Faddejew ą (1959).

Po znalezieniu szeregu w artości w łasnych o 2 ! ;  0)2 2 ’ p r z ę 
dziem y do poszukiw ania kształtu  swobodnej pow ierzchni. Je s t to za
gadnienie niezm iernie trudne, chociaż w ydaje  się, że w ystarczające by 
łoby rozwiązać rów nanie (3.77) przy  danym  co2, p rzy jm ując odpowied
nie w arunki brzegowe na całej linii brzegow ej akw enu m orskiego. N ie
ste ty  inform acje o w artościach zm ian poziomu wzdłuż linii brzegow ej 
są praktycznie niedostępne.

Ta przeszkoda jes t n ieste ty  nie do pokonania (wyłączając proste akw e
ny  w  kształcie koła, prostokąta itp.). W tej sy tuacji analizę d rgań  okre
sowych w B ałtyku poprowadzim y, w ykorzystując dane m areograficzne 
dla obliczeń widm owej gęstości, a następnie analizując m aksim a w ystę
pujące w  w ykresie.

10. SEJSZE ZATOKI GD AŃ SKIEJ

Ja k  wiadomo, Zatoka G dańska znajdująca się w  południow ej części 
B ałtyku  posiada półkolisty kształt i jest częściowo zam knięta przez pół
w ysep Hel. Część zatoki w  pobliżu półw yspu zw ana jest Zatoką Pucką. 
M areografy, k tórych  zapisy stanow ią m ateria ł źródłowy d la obliczeń 
widm owej gęstości, znajdu ją  się w  punktach  1 oraz 2 zatoki (ryc. 44, 45, 
46). W celu przebadania zm ian okresow ych w ykorzystam y widm ową 
gęstość, w  zatoce bowiem  często w ystępują  zm iany nieokresowe, k tóre 
silnie zniekształcają obraz zm ian okresowych. Chociaż widm owa gęstość 
wskaże nam  istnienie pew nych okresow ych drgań  w widm ie zm ian po
ziomu morza, ciągle pozostaje n iejasny  przebieg tych  oscylacji w obsza
rze zatoki. D latego też w ykorzystując znane okresy z rozkładu widm o
wej gęstości rozw iążem y m etodą num eryczną rów nanie zm ian pow ie



rzchni (3.76) w  zastosow aniu do Zatoki Gdańskiej. Dodajm y, że sejsze 
Zatoki Gdańskiej o okresie 2 godz. były  badane przez G. Neum ana 
(1944), k tó ry  zastosował tu ta j sw oją klasyczną teorię rezonatorów  aku 
stycznych, zm iany zaś z przedziału 40— 50 były  opisane przez S. Szym 
borskiego (1955). W dalszym  ciągu będziem y całkowicie opierać się na 
rezu lta tach  uzyskanych w pracy  K ow alika (1968a).

10.1. W stępne przygotow anie danych

Blackm an i Tuckey (1958) wykazali, że widm owa gęstość energii zmian 
długookresow ych może m ieć w pływ  na  w idm ową gęstość zm ian k ró tko
okresow ych (a więc w  naszym  przypadku sejsze B ałtyku  mogą mieć 
w pływ  na sejsze Zatoki Gdańskiej), dlatego rozdzielim y drgania k ró tko
okresow e od zm ian długookresowych, w ykonując filtrac ję  danych m are- 
ograficznych. W ym iary Zatoki oraz jej głębokość ograniczają okresy 
w łasne (T) z góry, czyli możemy przyjąć, że T <  Tmax. Zm iany z okre
sam i Tmax. ^  T, k tó re  nie są przedm iotem  naszych zainteresow ań zosta
ną odfiltrow ane. Zawęzim y nasz przedział okresów  w łasnych do Tmax ^

5 godz. Rozważm y teraz  zm iany poziomu m orza jako funkcję czasu 
£(t) albo odpowiadające je j w artości dyskretne ^ (t)  otrzym ane na pod
staw ie obserw acji.
P ierw szym  etapem  filtrac ji jest znalezienie krzyw ej wygładzonej:

oo

W ) =  I' f ( t  — t ) 5 ( x ) d t ,  (3.78)
—  oo

gdzie f (t — t) —  w yrażenie opisujące filtr.

O dejm ując w artość w ygładzoną £ (t) od w artości £ (t) otrzym am y zm ia
ny  krótkookresow e £'(t):

i  (t) —  f ( t )  =  i '( t ) .  (3.79)

W yrażenie ogólne (3.78) zam ienim y teraz cosinus filtrem , a w artość w y
gładzona obliczana będzie jako:

W w yrażeniu (3.80) dla uzyskania wygładzonej w artości z indeksem  

k  w ykorzystujem y n wartości zm ieniających od — ~  do wokół k;
Z h

n — jest w ybierane zgodnie z w ym aganym  wygładzeniem.

(3.80)



10.2. Widmowa gęstość zmian poziomów Zatoki Gdańskiej

Dla zbadania w idm ow ej gęstości w ybrano zapisy m areograficzne w  
Sopocie (2) oraz na Helu (1). W  przypadku pom iarów  w  dwóch punk tach  
obliczymy nie ty lko  widm ową gęstość w  punk tach  (1) oraz (2), lecz 
także koherencję (spójność) i fazę charakteryzujące drgania jednocze
sne w  dwóch w ybranych punktach  (w yrażenia 1.45 i 1.48). W yniki obli
czeń przedstaw ione zostały na ryc. 42 i 43. Na ryc. 42 w idm owa gęstość 
została obliczona na podstaw ie danych odczytanych z m areogram u w 
odstępach 5-m inutow ych od 8— 12 V 1958 r. Podobnie rzecz ma się z ryc. 
43, ale odnosi się ona do przedziału czasowego 8—10 V 1960 r.

Analizując w idm ową gęstość dostrzegam y szereg m aksimów, a n a j
większe z nich w ystępują  przy  okresach około 4 g, 119 m in. oraz 56 
min. Oprócz n ich  w ystępuje  szereg pom niejszych m aksimów. P rzystą 
pim y z kolei do analizy fazy i koherencji. Dla okresu około 4 g kohe
rencja  jest w pobliżu 1, faza zaś blisko 0°. Dowodzi to, że drgania z tym  
okresem  w ystępujące na H elu i w  Sopocie pochodzą z jednego, tego sa-

R yc. 42. W idm ow a igęstość, faza oraz koherencja  zm ian poziom u m orza w  Sopocie
i  na H elu  (8— 12 V 1958 r.)

F ig. 42. P ow er spectrum , phase and coherence of the w ater lev e l changes at Sopot
and H el (8— 12.Y.1958)



Ryc. 43. W idm owa gęstość, koherencja oraz faza zm ian poziom ów  m orza w  Sopocie
oraz na H elu  (8— 10 VI 1960 r.)

F ig. 43. P ow er spectrum , p hase and coherence of changes of sea lev e l at Sopot
and H el (8— 10.VI.1960)

mego, źródła oraz, że znajdu ją  się one w tej sam ej fazie, czyli, że m ó
wiąc inaczej zm iany w czasie na H elu i w  Sopocie zachodzą podobnie.

Okres 2-godzinny w ykazuje  podobne cechy. W artość koherencji leży 
powyżej poziomu ufności, a faza bliska 0°.

Inaczej rzecz się m a z okresem  56 m in; w ystępuje on ty lko w Sopo
cie, na  Helu nie ma drgań, z tym  okresem , stąd  w artości fazy i kohe
renc ji są tu  przypadkow e.



10.3. P róba w yjaśnienia przebiegu przestrzennego drgań sejszowych

P unk tem  wyjściow ym  do dalszych badań  będzie rów nanie (3.76), bez 
siły  Coriolisa, nasze drgania bowiem  leżą w  dali od okresu w ahadło
wego:

S - 4 ^ H i + ¥ H l ] = 0 ' (381)
Rozwiązanie num eryczne tego rów nania poprowadzim y, zakładając 

na brzegu —  =  0 (n k ierunek  prostopadły  do brzegu) oraz na granicy

łączącej zatokę z o tw artym  akw enem  £ =  0. R ezu lta ty  obliczeń dla 
okresów 4 g, 2 g oraz 56 min. zaw arte są na ryc. 44, 45, 46. L inie cią
głe na tych  rycinach oznaczają linie prądu, tzn. linie wzdłuż k tórych  
poruszają się cząsteczki cieczy.

D rgania z okresem  4 g są drganiam i basenu zam kniętego, sk ładają
cego się z Zatoki Gdańskiej i  Puckiej. P rzy  tym  końce tego akw enu to 
Zatoka Pucka i środkow a część M ierzei W iślanej. W badanych punktach  
na H elu i w  Sopocie drgan ia  zachodzą praw ie jednocześnie, co zgadza 
się dobrze z obliczeniami fazy w ykonyw anym i poprzednio. Dodajm y, że

R yc. 44. L in ie prądu oraz lin ia  w ęzłow a dla sejszy  4-godz. 
Fig. 44. C urrent iso lines and nodal lin e  of the 4 hour seich e



Rozewie
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Ryc. 45. L in ie prądu oraz lin ia  w ęzłow a dla sejszy  2-godz. 
Fig. 45. C urrent iso lin es and nodal lin e  of the 2 hour seiche

Ryc. 46. Linie' prądu dla sejszy  56-m in. 
Fig. 46. Current iso lines for 56 m in. seich e



część energii d rgań  sejszy 4 godz. w yprom ieniow uje na o tw artą  zatokę, 
co potw ierdzają m iędzy innym i badania fal w ew nętrznych  na  Głębi 
G dańskiej, K ow alik (1966). L inia przeryw ana na rycinie 44 wyznacza 
przypuszczalny bieg linii węzłowej.

Przebieg sejszy 2 godz. przedstaw ia rycina 45; linie p rądu  w ybiegają 
z Zatoki Puckiej; są to zatem  fale stojące o tw arte j Zatoki Puckiej. N a
leży podkreślić, że tak i przebieg sejszy Zatoki Puckiej sugerow ał rów - 
n ięż  G. N eum ann (1944).

Rycina 46 przedstaw ia przebieg drgań  w łasnych dla okresu 56 min. 
L inie p rądu  biegną od środka Zatoki Gdańskiej do brzegów. Odrzucając 
półw ysep Hel, sejsze z okresu 56 min. mogą być p rzy ję te  jako drgania 
półkolistego basenu.

Przepisując rów nanie (3.81) dla obszaru kulistego z początkiem  współ
rzędnych (0 , r) w  środku zatoki, m ożem y zapisać rozw iązanie w  postaci:

i  — In Jn (“ = =  r | cos n© cos “ t, (3.82)
W gH

&Ę, =  0, skąd otrzym am y:

r . ^ - 0 .  (3.83)

Dla podstaw owej składow ej drgań  kulistych  otrzym am y:

skąd dla częstości własnych:

jc- 1,219: n ■ 2,230 itd.corQ _  2ji r G
V gH T ]/gH

P rzy jm ując  dla zatoki | gH ^  22 m /sek. oraz r c 45 km, otrzym am y 
okresy d rgań  w łasnych odpowiadające powyższym  wartościom

T0 ^  55 min, Tx ^  30 min.

N iejasna n ieste ty  pozostaje przyczyna nieobecności tych d rgań  na He
lu. N ajbardziej praw dopodobną przyczyną może być to, że —  jak  wy>- 
n ika z rów nania (3.82) — H el leży w pobliżu linii węzłowej drgań z 
okresem  56 min.

Reasum ując stw ierdzić należy, że przyroda zjaw iska d rgań  w łasnych 
okazała się nadzwyczaj prosta. Dwa baseny wodne: Zatoka Gdańska i 
Zatoka Pucka posiadają drgania sejszowe z okresam i 56 min. i 2 godzi
ny, ponieważ jednak  są one połączone, w ystępują drgania w spólne z 
okresem  4-godzinnym.



11. OKRESOW E W AHANIA STANÓW  WÓD 
U W YBRZEŻY POŁUDNIOW EGO BAŁTYKU

R ezultaty , k tó re  będą tu ta j przedstaw ione zostały uzyskane w p ra 
cach Kow alika i W róblewskiego (1973). W celu uzyskania m iarodaj
nego m ateria łu  obserw acyjnego zebrano dane z 3 stacji m areograficz- 
nych polskiego wybrzeża, to jest z Nowego Portu , Kołobrzegu i Św ino
ujścia. Zm iany widm owej gęstości w przedziale 8— 60 godz. obliczono 
na podstaw ie notow ań stanów  wody co 4 godz. w  każdym  z tych  portów  
w r. 1968. Wobec w ykazania znacznej koherencji dla oscylacji pozio
mów wody dla T ^  43 godz., obliczenia zm ian dla T ^  43 godz. przepro
wadzono na podstaw ie notow ań m areografu  w  Św inoujściu. W ybór m a- 
reografu  w  Św inoujściu za podstaw ę obliczeń dla całego w ybrzeża uza
sadniony był długością okresu obserw acyjnego na tej stacji. Szczegóło-

Ryc. 47. W idm owa gęstość zm ian poziom u m orza w  N ow ym  P orcie (1 1—31 X II 1968) 
Fig. 47. P ow er spectrum  of w ater lev e l changes at N ow y P ort (1.1.— 31.XII.1968)



T a b e l a  3
Serie  obserw acji stanów  w ody stanow iące podstaw ę obliczeń w idm ow ych  gęstości 
Series of data w h ich  are taken as a basis for the com putation of the pow er spectrum

N azw a stacji 
N am e of 

station

O kres pom iarów  

M easurem ent tim e
(Godz.)

t
L iczba danych  
N um ber of data

N ow y Port 1 I 1968— 31 X II 1968 4 2196
K ołobrzeg 1 I 1968— 31 X II 1968 4 2196
Ś w inoujście 1 I 1968— 31 X II 1968 4 2196
Św inoujście 1 I 1969— 31 X II 1969 24 731
Św inoujście I 1824— X II 1944 1 m iesiąc  

1 m onth
1452

Św inoujście 1811— 1970 1 rok 
1 year

160

Ryc. 48. W idm owa gęstość zm ian poziom u m orza w  K ołobrzegu ( I I — 31 X11 1968 r.) 
Fig. 48. P ow er spectrum  of w ater lev e l changes at K ołobrzeg (1.1.—31.XII.1968)

7 — O c e a n o l o g i a  n r  4



R yc. 49. W idm owa gęstość zm ian poziom u m orza w  Św inoujściu  ( 1 1— 31 X II 1968 r.) 
Fig. 49. P ow er spectrum  of w ater lev e l changes at Św in ou jśc ie  (1.1.— 31.XII.1968)

we dane dotyczące serii pom iarów, na k tórych  oparto obliczenia, zesta
wione są w  tab. 3.

Obliczenia w idm owej gęstości m etodą przedstaw ioną w rozdziale: 
P odstaw ow e rów nan ia  p re d y k c ji prądów ... na podstaw ie serii pom iarów  
stanów  wody z r. 1968, dało obecny m ateria ł porów naw czy ch arak te ry 
zujący okresowe oscylacje poziomów m orza w Now ym  Porcie, Koło
brzegu i Św inoujściu. W yniki obliczeń przedstaw iono na ryc. 47, 48, 49.

P rzed analizą m ateria łu  obliczeniowego celowe jes t przedstaw ienie 
dotychczas rozpoznanych okresów oscylacji badanego zjaw iska. Z esta
wienie danych w tym  zakresie jes t zaw arte  w tab. 4.

Na rycinach 47, 48, 49 w ystępow anie wyżej w ym ienionych okresów 
oznaczono cyfram i arabskim i oznaczającym i liczbę porządkow ą danego 
zjaw iska według tab. 4. Okresy nie podane w tabeli oznaczone są s trza ł
kam i i podaną w  prostokącie w artością okresu.



T a b e l a  4

O kresy oscy lacji stanów  w ody w  południow ym  B ałtyk u  dla T >  8 godz. 
Periods of sea lev e l oscilla tion  in  the Southern B altic for T >  8h

Lp. T (godz.)
Opis oscylacji 

D escription of the oscillation

1 9,6 S ejsze B ałtyk  zach. — Zatoka F ińska  
okres sejszy  czterow ęzłow ej

2 11,97 P ły w  półdobow y m ieszany
3 12,00 P ły w  półdobow y słoneczny
4 12,42 P ły w  półdobow y księżycow y
5 12,66 P ły w  elip tyczny  k siężycow y
6 12,90 S ejsze B ałtyk  zach. — Zatoka B otnicka  

okres sejszy  czterow ęzłow ej
7 13,00 Sejsze B ałtyk  zach. — Zatoka F ińska  

okres sejszy  trzyw ęzłow ej
8 17,90 Sejsze B ałtyk  zach. — Z atoka B otn icka  

okres sejszy  trzyw ęzłow ej
9 19,10 S ejsze B ałtyk  zach. — Z atoka F ińska  

okres sejszy  d w uw ęzłow ej
10 22,50 S ejsze B ałtyk  zach. — Zatoka B otnicka  

okres sejszy  dw uw ęzłow e„
11 23,90 P ły w  dobow y m ieszany
12 24,07 P ły w  dobow y słoneczny
13 25,82 P ły w  dobow y księżycow y
14 27,40 Sejsze B ałtyk  zach. — Zatoka F ińska  

okres sejszy  jednow ęzłow ej
15 39,40 S ejsze B ałtyk  zach. — Zatoka Botnicka, 

okres sejszy  jednow ęzłow ej

16 ca 73 Sp iętrzen ia  sztorm ow e
17 ca 94 Spiętrzen ia  sztorm ow e
18 ca 120 Stojące fa le  w iatrow e

W yniki obliczeń fazy i koherencji pom iędzy seriam i pom iarow ym i 
w Nowym  Porcie i Kołobrzegu w 1968 r. przedstaw ione są na ryc. 51. 
W idmowa gęstość obliczona na podstaw ie średnich dobowych stanów  
wody w Św inoujściu w  latach  1968 i 1969 przedstaw iona jest na ryc. 50. 
W idmowe gęstości w ahań długookresowych rzędu m iesięcy i la t p rzed
staw ione są na ryc. 52, 53 dla obliczeń na podstaw ie średnich rocznych 
stanów  wody w  Świnoujściu. Zbiorczy w ykres widm owej energii w ahań 
stanów  dla okresów  8 godz. ^  T ^  22 lata  przedstaw ia ryc. 54. W spół

rzędnym i w tym  w ykresie są S (T) oraz log , k tó re  m ają  tę  w ła

sność, że zachowane jest pole pod krzyw ą charak teryzu jącą  energię; 
bowiem:



R yc. 50. W idm owa gęstość  zm ian poziom u m orza w  Ś w inou jściu  na podstaw ie  
średnich dobow ych w  latach  1968— 1969 

Fig. 50. P ow er spectrum  of the w ater lev e l chan,ges at Ś w in oujście  based on daily
m eans for 1968 and 1969

Ryc. 51. Faza i koherencja na podstaw ie zm ian poziom ów  m orza w  N ow ym  Porcie
i K ołobrzegu w  r. 1968 

Fig. 51. P hase and coherence of w ater le v e l changes a t N ow y P ort and K ołobrzeg
in  1968



Ryc. 52. W idm ow a gęstość zm ian poziom u m orza w  Św inoujściu  na podstaw ie
średnich m iesięcznych  

Fig. 52. P ow er spectrum  of w ater lev e l changes at Św in oujście  based on m onthly
m eans

Ryc. 53. W idm ow a gęstość  
zm ian poziom u m orza w  
Św inoujściu  na podstaw ie  
średnich  rocznych w  okre

sie 1811— 1970 
Fig. 53. P ow er spectrum  of 
w ater lev e l changes at 
Św in ou jśc ie  based  on year-  

ly  m eans for 1811— 1970

S(co)d<o =  ^  S (T) d ( l o g ^ j .

A nalizując ten  ogólny w ykres stw ierdzam y przede wszystkim , że ob
w iednia poszczególnych m aksim ów  w ykazuje wzrost zm ian poziomu w 
przedziale od 70 godz. do 1 roku.

Możemy tu ta j wskazać znaczną w artość d rgań  z okresem  73 godz., 
120 godz. (badane przez M agaarda), 0,5 roku oraz rok.
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11.1. Długookresowe oscylacje średnich rocznych stanów  w ody
M orza Bałtyckiego

Badania długookresow ych w ahań nie są tak  zaaw ansow ane, jak  anali
za oscylacji o okresach krótszych. W ynika to przede w szystkim  stąd, 
że notow ania stanów  wody w m orzu zazwyczaj nie przekraczają k ilku 
dziesięciu lat, co pow oduje b rak  możliwości dokładnego wydzielania 
zm ian długookresowych. Morze Bałtyckie jest jednak  jednym  z n a jle 
piej poznanych akw enów  w oceanografii św iatow ej, charakteryzow anym  
przez w yjątkow o długie serie obserw acji wodowskazowych. Jedną z ta 
kich serii obejm ującą okres notow ań 1811— 1970 w  Św inoujściu p rzy j
m iem y za podstaw ę dalszych obliczeń. Równolegle dla zbadania zależ
ności od zjaw isk atm osferycznych w ykorzystano obserw acje liczb W ol
fa w ykazujących aktyw ność słoneczną w  zależności od pow ierzchni plam  
słonecznych. Dane dotyczące liczb W olfa zostały pobrane z opublikow a
nych w yników  obserw acji M ergentalera (1958).

Średnie stany  wody z la t 1811— 1970 oraz liczby W olfa przedstaw io
ne zostały na ryc. 55. Zanim  przystąpiono do obliczeń, stw ierdzono za

Ryc. 55. Średnie roczne liczby W olfa (R) oraz średnie roczne stany w ody (H) 
w  Św inoujściu  w  okresie 1811— 1970 

Fig. 55. The occurrence of annual m ean sea lev e ls  at Ś w in ou jśc ie  and the average  
annual W olf num bers for the 1811— 1970 observation  period



pomocą testu  trendu  (Bendat i Piersol) odchylenie od w arunków  stacjo- 
nam ości. W yniki obliczeń testow ych zgadzały się ze znanym  zjaw iskiem  
stopniowego obniżania się wybrzeża w  rejonie Św inoujścia oraz tenden
cją podnoszenia się poziomu B ałtyku  od la t siedem dziesiątych X IX  w ie
ku, k tó rą  Łazarenko (1961) szacował na 2,5 cm /l 00 lat. Średnią wielkość 
trendu  obliczono, stosując wzór:

T r  -  T r |3

°* =  (Tr/3) (2Tr/3) / S dt ~  /  5 <‘> <“ • <385>
2Tr/3  0

gdzie: a f — średnia w ielkość trendu, T r — zakres czasowy serii pom ia
row ej, £ (t) —  dane pom iarow e w  funkcji czasu.

Przeprow adzone obliczenie wykazało, że średnia wielkość trendu  w y
nosi 0,07 cm /rok. W prow adzenie do serii pom iarow ej popraw ki oblicza
nej wzorem  (3.85) spowodowało usunięcie trendu  liniowego i dobre w y
niki testów  stacjonarności.

Obliczenia widm owej gęstości w ykonano na podstaw ie m etody 
przedstaw ionej w  rozdziale: P odstaw ow e rów nania  p re d y k c ji prądów ... 
W yniki podstaw ow ych obliczeń przedstaw iono na  ryc. 56, gdzie nanie
siono widm ową gęstość, koherencję i fazę. W ykres charak teryzu jący  
liczbę W olfa w ykazuje ty lko jedno m aksim um  dla okresu T =  11 lat. 
Znaczne ilości energii skupione wokół podstawowego m aksim um  i obej
m ujące sąsiednie okresy wokół 11 la t ilu s tru ją  znane zjaw isko n ieregu- 
larności w ystępow ania p lam  słonecznych. W ykres d la średnich stanów  
rocznych w ykazuje  trzy  zaznaczające się m aksim a. M aksim a widm owej 
gęstości odpow iadają średnim  okresom  Tj =  l l  lat, T 2 =  5— 6 lat, T3 =  
=  3 lata. Cechy m etody w idm owych gęstości pow odują, że okresy le
żące poza przedziałem  2 T ^  11 la t nie m ogą być dostatecznie anali
zowane na podstaw ie 169-letniej serii.

Przeprow adzone orien tacyjne obliczenia dla różnych w artości M w y
kazały w ystępow anie okresu T =  23— 28 la t oraz około 16 lat. O kresy 
te zaznaczały się w  obliczeniach, chociaż dokładność obliczeń jest tu 
ta j bardzo niew ielka. Skupienie energii wokół początku układu  w spół
rzędnych (T oo, (o =  0) w skazuje na istn ienie oscylacji o okresach 
długich i m iędzy innym i nie w ykluczają one istn ienia okresu T ^  78 la t 
w spom inanego w  lite ra tu rze  i odpowiadającego okresow i zmienności liczb 
W olfa.

Należy podkreślić, że średnie roczne s tany  w ody w M orzu Bałtyckim  
zależą przede w szystkim  od intensyw ności cy rku lacji atm osferycznej 
nad północnym  A tlantykiem , M orzem Północnym  i M orzem Bałtyckim , 
spływ u wód lądow ych do basenu bałtyckiego, w ahań eustatycznych 
oceanu światowego oraz zm ian gęstości wody m orskiej.



Ryc. 56. W idm ow a gęstość, koherencja  i faza średnich  rocznych poziom ów  morza 
w  Św inoujściu  oraz średnich  rocznych liczb  W olfa dla okresu  1811— 1970 

Fig. 56. P ow er spectrum , coherence and phase o f annual m ean sea lev e ls  at Ś w in o 
u jście  and average annual W olf num bers for th e  period 1811— 1970

W ykazany okres 11-letni jest związany z cyklam i aktyw ności słone
cznej. Zależność ta  jes t udow odniona przez w yniki obliczeń koherencji. 
W artość koherencji wynosi 0,66, przy  poziomie ufności 0,52. Obliczenia 
fazy wykazały, że średnie roczne stany  wody w yprzedzają zm iany



Ryc. 57. Z norm alizow any korelogram  średnich  rocznych stanów  w ody w  Św inoujściu  
oraz średnich rocznych liczb W olfa dla okresu 1811— 1970 

Fig. 57. Cross correlation diagram  of annual m ean sea  lev e ls  at Ś w in oujście  and 
the average annual W olf num bers for the 1811— 1970 observation period

aktyw ności słonecznej o 3,7 lat. Przedział ufności obliczeń fazy wynosi 
+  13° dla praw dopodobieństw a 95%.

W ystępow anie okresu 11-letniego dla obu opisyw anych procesów oraz 
przesunięcie w  fazie zostały rów nież w ykazane przez znorm alizow aną 
funkcję korelacji (ryc. 57).

N ajbardziej praw dopodobne okresy spływ u wód rzecznych (jak w y
kazali K alinin i D avydova — 1968) dla półkuli północnej wynoszą 
2— 3, 5— 7, 10— 12, 25— 28 lat. Ja k  w ynika z tych  danych, okresy te  po
kryw ają  się z w ykazanym i okresam i średnich rocznych stanów  wody 
w morzu.

B adania dotyczące m akroprocesów  wzajem nego oddziaływ ania m orza
i atm osfery  (Duvanin — 1968) w ykazują istnienie okresów  2— 3, 4 lat 
oraz 4— 7 lat. Z przytoczonych badań oraz na podstaw ie licznych obser
wacji i w ykonanych obliczeń można wnioskować, że cykliczność śred 
nich  rocznych stanów  w ody jest w ynikiem  w ahań m akroskopow ych 
układu  m orze —  atm osfera, przy czym  dla okresu 11-letniego w ahania 
te  są niew ątpliw ie spowodowane zm ianam i aktyw ności słonecznej. Dal
sze badania w inny wykazać, w  jakim  stopniu  długookresowe zm iany uza
leżnione są bezpośrednio od czynników atm osferycznych oraz w jakiej



m ierze w ystępuje  pośredni w pływ  atm osfery poprzez spływ  wód lądo
wych do basenu m orskiego.

Na zakończenie p rzedyskutu jem y zagadnienie związane z przebiegiem  
widm owej gęstości przy  częstości d rgań  co 0. O bserw ując w ykresy  w id
mowej gęstości zauważam y, że zazwyczaj S (a>) kiedy co-*0 przy jm uje 
znaczne wartości. Jest oczywiste, że te  znaczne w artości nie odnoszą się 
do co =  0, lecz do przedziału częstości leżącego wokół co =  0. N ajbliższą 
co =• 0 częstość, dla k tórej widm owa gęstość została obliczona oznaczmy 
coQ. Z w yrażenia (1.32) wiem y, że widm owa gęstość rów na jest:

tzn. kiedy średnia w artość funkcji UT (t) jest rów na zero. Ten 
przypadek może zachodzić dla zm ian typu  losowego. W przypadku 
obliczeń num erycznych m am y do czynienia nie z częstością co =  0 , lecz 
z przedziałem  0 ^  co ^  co0, stąd  też istnienie znacznych w artości w idm o
wej gęstości około częstości co =  0 , oznacza tylko to, że w artości w idm o
wej gęstości zostały zsum ow ane w  przedziale częstości 0 ^  co ^  cou
i p rzy ję te  jako S (co =  0), a zatem  nie m ają one wiele wspólnego z p ra 
wdziwą w artością S (co =  0).

ST ( co) = | | « t ( co) | 2 ,

zaś
OD

— OO
K iedy co -> 0, mam y:

oo
(3.86)

— oo
oraz

oo 2

(3.87)
— oo

Z powyższego w ynika i jest oczywiste, że ST (0) §= 0, gdy

oo

— oo



Z. KOW ALIK

P o l i s h  A c a d e m y  o f  S c i e n c e s  I n s t i t u t e  o f  G e o p h y s i c s  —  S o p o t

PREDICTION M ETHODS OF W ATER LEVEL VAR IATIO NS  
A N D  W IND GENERATED CURRENTS

Sum m ary

The m ain in terest in th is paper is focused  on presenting the prediction m ethods 
for describ ing and evaluating  th e w ind  currents and storm  surges in  sh a llow  seas.

Chapter I g ives the m ethods of prediction:
a) by m eans of hydrodynam ical eąuations and
b) by stochastic m ethods.

The generał system  of hydrodynam ic eąuations (1.1, ... 1.3) has been  transform ed  
biy m eans of d im ensional analysis into eąuations (1.6, ... 1.8), w hich  are cha- 
racteristic for currents in  sh a llow  seas, and into eąuations (1.12, 1.13, 1.21) dep ict- 
ing  m ass transport and serv ing  for prediction  of storm  surges.

In th e  second part o f Chapter I, the linear transform ations o f random  functions  
are introduced. A m ong other the transfer fun ctions of linear system  p (t), w hen  
a random  process x  (t) acts at the input and y (t) at the output —  the eąuation  
(1.39) — Fig. 1 — is show n.

A  m ore com plicated situation  is  show n in Fig. 2, w here w e  notice N processes 
at the input. T he paper describes the situations, w hen  at the inpu t of the m echanical 
system  there are tw o  processes (w ind and pressure) and at the output — one 
process, th e variations of sea  level.

T he eąuation  (1.49) describes a generał case. Fourier transform  o f th is eąuation  
(1.52) is used to derive th e  eąuation  of pow er spectrum  o f the output process S Y —  
eąuation  (1.93). The specia l case o f tw o  variab les at the inpu t (Xj and x2) is presen- 
ted the system  of eąuations (1.58a, 1.58b).

A fter h aving  determ ined the basie eąuations and m ethods, the author proceeds 
to th e  solution  o f specia l problem s. C hapter II deals w ith  steady w ind  driven  
currents in  sh a llow  seas (islands included). Ekm an type eąuations (2.2—2.3) 
contain  an unknow n va lu e  § —  d isturbance in  h eigh t o f the free  surface from  its 
undisturbed level. In order to determ ine th is va lu e , th e  eąuations o f m ass tran s
port (2.7, 2.8) h ave been  form ulated , and further, by using  the contin u ity  eąuation  
(2.10), th e  stream  function  'F has been  introduced, and the m ass transport eąuations  
h ave been com pressed into one eąuation  (2.12) w ith  th e  boundary condition (2.13).

I f  th ere  are islands in  the sea, the area of integration  for the eąuation  (2.12) is 
no longer sim ply connected  and th e  additional boundary conditions are in tro
duced w ith  the h elp  of eąuation s (2.23).

A fter th e  generał problem  is determ ined, the author deals in  Chapter II para- 
graph 6, w ith  the an alysis o f sim plified  m odels: constant depth sea —  para. 6.1, 
varying  depth sea —  para. 6.2, sea w ith  an island  —  para. 6.3. This Chapter also 
considers som e problem s relating to the convergence of iteration  m ethod in tro 
duced in  order to so lv e  th e  eąuation  (2.12).

Para. 7 presents the calculation  of w ind driven  currents in the B altic Sea w ith  
tw o islands: G otland and Bornholm . T he results o f calculations in  the form  of



iso lin es of stream  function  for the w ind W 10 m /sec are show n in Fig. 13 and the  
distribution  of surface currents — in Fig. 14. S im ilar characteristics are show n in  
Figs. 16 and 17 for the w ind  N, 10 m /sec. T he characteristic gyres in  the lin es o f the 
stream  function  —  Figs. 13 and 16 —  are the resu lt of coupling the w ind  stress ( t x ,

Sh &h
Ty) and the bottom  slope t— , . T he currents in  the B altic  w ere calcu lated  w ithOx Oy
a grid size of 10 nautical m iles and a sim ilar m ethod w as used for the calculation  
o f G dańsk B ay currents w ith  a grid size of 1 nautica l m ile, w h ile  th e  interpolated  
va lu e of stream  fun ctions on the boundary b etw een  the B altic  and G dańsk Bay  
w as adopted from  the prev iously  obtained m odel.

T he problem  of approxim ation  o f d ifferen tia l eąuations by fin ite  d ifferences and  
the convergence of iteration  m ethods used  w ere dealt w ith  in para. 9, w here  
attention  w as also paid to the occurrence of th e  so -ca lled  "num erical fr iction ” as 
a resu lt o f an u n suffic ien t approxim ation.

A t th e  end of C hapter II, the paper contains som e resu lts of current speed m ea- 
surem ents in  th e  G otland D eep, and in  the pow er spectrum  process (Fig. 30) one  
can notice the m ain m axim um  the period of about 14.5 hours, eąu a l to the inner-  
tia l period.

In Chapter III, the m ethod of forecasts^ of sea  lev e l changes are presented. The 
basie eąuations (3.1), (3.2) and (3.3), w hich  are characteristic for th e n on-steady  flow s, 
reąu ire a special approach for num erical so lu tion  and to this aim  para. 4 determ i-  
nes the problem s of num erical approxim ation , and para. 5 and 6 —  the stab ility  o f 
num erical solutions, first o f one eąuation  and then of a system  of eąuations. N on-  
-periodical leve'l changes o f the B altic  have been  show n w ith  num erical m ethods 
and the resu lts are presented  in  Fig. 39.

In para. 8 one can find  m ethods o f exam in ing  non-period ical sea lev e l changes 
by o f stochastic m ethods from  Chapter II. Para. 9 and subseąuent deal w ith  
periodical lev e l changes of the B altic in an in terva l of 0.5 hour for 22 years. 
The sum m ing-u p  figurę of pow er spectrum  (Fig. 54), enables u s to observe the  
basie changes over periods of 11 years, 6 years, 3 years, 1 year, 0.5 year, 120 hours, 
73 hours.
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